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O desenvolvimento e expansão da tecnologia de fabricação aditiva vem permitindo
construir peças com formas complexas que eram antes inviáveis ou até impossíveis de
obter. Uma das limitações do fabrico aditivo é a fraca resistência mecânica dos materiais
utilizados, para contrariar este inconveniente, uma solução possível consiste na utilização
de fibras embebidas em polímeros. A utilização destes polímeros reforçados permite criar
estruturas leves e de elevada resistência mecânica. Contudo estes materiais apresentam
comportamento ortotrópico e a otimização de topologia tem de o considerar.
Este trabalho consiste no desenvolvimento de uma metodologia de otimização de to-
pologia para materiais ortotrópicos. São criados dois programas em linguagem MATLAB
que a aplicam, otimizando tanto a disposição do material como a sua orientação. O pri-
meiro programa TopOrt utiliza o método CFAO Continuous Fiber Angle Optimization , e o
segundo programa, TopIsoThenOrt, utiliza uma modificação proposta deste método, que
diminui consideravelmente o tempo de computação. O método CFAO resulta da generali-
zação do método SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization) a materiais ortotrópicos.
O algoritmo de otimização não linear MMA (Method of Moving Asymptotes) é utilizado
na otimização da distribuição de material e dos respetivos ângulos de orientação. A com-
ponente de elementos finitos do programa é comparada e validada utilizando o Software
ANSYS, e os resultados da otimização são comparados com implementações existentes
dos métodos SIMP e CFAO onde foram utilizados diferentes algoritmos de otimização.
Os resultados obtidos são semelhantes aos apresentados na literatura e confirmam o
potencial aumento da rigidez de estruturas quando a orientação do material é otimizada.
Este trabalho contribui para que a otimização da distribuição e orientação do material
possam ser utilizadas na fabricação aditiva com materiais compósitos, possibilitando a
construção de componentes com melhores propriedades mecânicas. As metodologias
que foram desenvolvidas poderão em seguida ser utilizadas para fornecer informação
fundamental para definir o percurso da cabeça de impressão.





The development and expansion of additive manufacturing technology has made it
possible to build parts with complex shapes that were previously unviable or even impos-
sible to obtain. One of the limitations of additive manufacturing is the poor mechanical
strength of the materials used, one of the recent trends to counteract this drawback is the
use of polymer-embedded fibers. The use of these reinforced polymers allows the creation
of lightweight structures with high mechanical strength. However these materials exhibit
orthotropic behavior and topology optimization has to consider it.
This work consists in the development of a topology optimization methodology for
orthotropic materials. Two programs written in MATLAB are created that apply it, op-
timizing both the layout of the material and its orientation. The first program, TopOrt,
uses the CFAO (Continuous Fiber Angle Optimization) method, and the second program,
TopIsoThenOrt, uses a proposed modification of this method, which considerably shortens
the computation time. The CFAO method results from the generalization of the SIMP
(Solid Isotropic Material with Penalization) method to orthotropic materials.
The nonlinear optimization algorithm known as MMA (Method of Moving Asymp-
totes) is used to optimize the material distribution and its orientation angles. The finite
element component of the program is compared and validated using the ANSYS Software,
and the optimization results are compared with existing implementations of the SIMP
and CFAO methods where different optimization algorithms were used. The results ob-
tained are similar to those presented in the literature and confirm the potential increase
in the stiffness of structures when the orientation of the material is optimized.
This work contributes to the optimization of material distribution and orientation to
be used in additive manufacturing with composite materials, enabling the construction
of components with better mechanical properties. The methodologies that have been
developed can then be used to provide fundamental information to define the printhead
path.
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A fabricação aditiva (FA) tem ganho uma enorme importância nos últimos anos. A pri-
meira impressora 3D comercial apareceu em 1987 e utilizava a tecnologia da estereo-
litografia, que constrói as peças solidificando um polímero sensível à luz ultravioleta
utilizando um laser. Desde então que várias tecnologias de fabricação aditiva foram cria-
das, no entanto estas primeiras tecnologias eram caras e utilizadas essencialmente para
prototipagem rápida [17]. O progresso tecnológico das últimas décadas possibilitou a
introdução de uma nova geração de impressoras utilizando a tecnologia de fusão de fila-
mentos fundidos, também conhecida como modelação por deposição de material fundido,
Fused Deposition Modeling (FDM) que impulsionou a fabricação aditiva a partir do ano
2000 [17].
Desde então, o interesse nesta tecnologia tem crescido a grande ritmo, enquanto o seu
custo tem vindo a diminuir, sendo agora facilmente adquirida e utilizada. A portabilidade
e fácil acesso destas impressoras 3D, em especial as de tecnologia de filamento fundido,
capazes de produzir peças de pequenas dimensões têm ganho uma visibilidade notória,
permitindo a fácil construção de pequenas estruturas e peças. O crescimento de vendas
de impressoras 3D tem estado a aumentar, como se pode ver na figura 1.1.
As principais vantagens da fabricação aditiva são [14]:
• Grande complexidade possível das estruturas produzidas;
• Maior capacidade de construir modelos personalizados;
• Redução da necessidade de montagem, mesmo peças móveis podem ser impressas
na sua posição funcional;
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CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO
Figura 1.1: Crescimento e previsão do crescimento global das vendas de equipamentos
de impressão 3D [14]
• Menor tempo de aprovisionamento (Lead time);
• Menor desperdício de material;
Esta última vantagem é tanto mais expressiva quanto maior a complexidade da es-
trutura a fabricar uma vez que a redução do desperdício aumenta com a complexidade.
Complexidade aqui significa menos volume de material para determinadas dimensões
de atravancamento, sendo nesta métrica o paralelepípedo a forma menos complexa. A
redução de desperdício tem implicações a nível económico e ambiental [12]. Economica-
mente poderá tornar a estrutura a fabricar por adição de material comparativamente mais
barata. Em [12] é comparado o impacto no ambiente de várias tecnologias, concluindo-se
que o fabrico aditivo o poderá minimizar.
Infelizmente, a fabricação aditiva não está livre de algumas limitações [14]:
• O processo de fabricação é lento, devido à baixa velocidade de deposição de mate-
rial;
• Dimensões de atravancamento limitadas ao volume de impressão da máquina utili-
zada;
• Más propriedades mecânicas;
Num esforço para conseguir propriedades mecânicas adequadas para a construção de
peças que necessitem de elevadas rigidez e resistência mecânica, verifica-se uma tendên-
cia recente para utilizar impressoras capazes de imprimir materiais compósitos, adicio-
nando materiais de reforço aos polímeros tradicionalmente utilizados pelas impressoras
3D [5].
A liberdade de projeto oferecida pela FA possibilita a criação de peças com geometrias
inovadoras quando comparadas com as atualmente produzidas por outras tecnologias. A
otimização de topologia (OT) poderá ser aplicada para explorar todo o potencial do FA
[5]. A OT é uma área de investigação que procura obter a melhor distribuição de material
para uma determinada disposição do carregamento e dos apoios [2]. Inicialmente vista
2
1.2. OBJETIVOS
como uma forma de obter o projeto preliminar para uma estrutura que seria em seguida
adaptada tendo em conta os constrangimento de fabrico, a otimização de topologia adqui-
riu uma enorme relevância devido ao aparecimento das técnicas de fabrico aditivo [5]. A
impressão de compósitos por fabrico aditivo conduz contudo a materiais que apresentam
uma anisotropia elevada, invalidando o modelo isotrópico de material tradicionalmente
utilizado em otimização de topologia. Como tal existe atualmente um grande interesse
na investigação de métodos de otimização de topologia para materiais anisotrópicos.
1.2 Objetivos
O objetivo desta dissertação é estudar os métodos de otimização de topologia existentes
para materiais isotrópicos e em seguida desenvolver metodologias eficientes para oti-
mização de topologia com materiais ortotrópicos que possam ser utilizados em FA com
materiais compósitos. São criados dois programas em linguagem MATLAB que imple-
mentam estas metodologias e os seus resultados comparados aos publicados na literatura.
1.3 Organização do Trabalho
No primeiro capítulo são apresentados a motivação, os objetivos e a organização desta
dissertação.
O segundo capítulo descreve os métodos de otimização de topologia existentes e a
formulação mais utilizada. Em seguida descreve algumas dificuldades na sua implemen-
tação, assim como as metodologias aplicadas na sua resolução descrevendo em detalhe
o método SIMP e a técnica do filtro de sensibilidades. São em seguida apresentados o
material ortotrópico e a generalização do método SIMP para o caso deste material. São
apresentadas as sensibilidades da flexibilidade em função da densidade e da orientação
do material ortotrópico.
Segue-se, no terceiro capítulo, a explicação das metodologias desenvolvidas. Em pri-
meiro lugar é apresentada a metodologia que considera como variáveis de projeto a den-
sidade e a orientação do material simultaneamente. Em seguida a metodologia proposta,
que separa estas duas variáveis otimizando primeiro as densidades e em seguida as ori-
entações, é apresentada. São enumeradas as vantagens e limitações de cada uma. É feita
uma descrição dos programas desenvolvidos em linguagem MATLAB, e da utilização do
algoritmo de otimização não linear MMA escolhido.
No quarto capítulo são apresentados os vários exemplos que demonstram a eficácia
dos dois métodos desenvolvidos, sendo comparados os resultados por eles obtidos, e
também os resultados publicados na literatura.
Por fim, no quinto capítulo, conclusões finais deste estudo são retiradas, e são apre-














A Topologia é um ramo da matemática que estuda as propriedades espaciais de objetos.
Dois objetos podem ser considerados topologicamente idênticos se for possível criar um
através do outro utilizando apenas deformações contínuas, como “esticar”, “encolher”
ou “dobrar”, mas não “colar” nem “rasgar” [9]. Neste tipo de transformações contínuas,
todos os pontos que se encontrem na vizinhança de qualquer ponto do domínio, antes
da transformação, têm de se manter nessa vizinhança depois da transformação. Todos os
objetos em que apenas forem aplicadas transformações contínuas, consideram-se topolo-
gicamente idênticos, mas de formas diferentes. A figura 2.1 mostra exemplos de objetos
topologicamente distintos em a) e objetos topologicamente idênticos em b).
Figura 2.1: a) Os três objetos são topologicamente distintos. b) Os três objetos são topolo-
gicamente idênticos.
A otimização estrutural (OE) moderna foi desenvolvida ao longo do século XX, pos-
sibilitada pelo desenvolvimento de métodos numéricos de análise de estruturas e de
programação matemática (linear e não linear). Foi a invenção do computador digital, no
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entanto, que tornou viável a aplicação de todos estes conceitos [11].
A OE procura obter a estrutura mais eficiente para desempenhar uma função selecio-
nando o valor ótimo de alguns parâmetros que condicionam o desempenho da estrutura,
as variáveis de projeto, de forma a minimizar ou maximizar uma função objetivo tendo
em atenção restrições condicionantes do projeto, designados constrangimentos. Tradicio-
nalmente são descritos três tipos de OE, otimização de dimensões, otimização de forma e
otimização de topologia representados na figura 2.2.
Figura 2.2: Problema inicial, à esquerda, e solução ótima, à direita, para as as três cate-
gorias de otimização estrutural: a) Otimização de dimensões; b) Otimização de forma; c)
Otimização de topologia.
Na otimização de dimensões as variáveis de projeto são as dimensões da secção trans-
versal das vigas ou a espessura das placas que constituem a estrutura, considerando que
esta tem uma topologia e uma forma previamente estabelecidas. No segundo tipo de
otimização as variáveis de projeto estão associadas à geometria da fronteira do domínio
que se pretende otimizar. A otimização de topologia (OT) procura encontrar a topologia
ótima da estrutura, ou seja, determina onde existem furos e onde deverá ser colocado
material em todo o domínio de projeto [1], [2].
A OT é dos métodos de otimização estrutural, aquele que possui potencial mais ele-
vado para a obtenção da melhor solução de projeto [3]. Isto acontece porque, contraria-
mente à otimização de forma, que necessita de informação acerca da topologia da estru-
tura, ou da otimização dimensional, que exige informação prévia da topologia e da forma
da estrutura, a otimização de topologia requer apenas informação sobre o carregamento
a suportar e a localização dos apoios.
No entanto, a liberdade de projeto associada à OT pode criar alguns problemas. A
OT tende a produzir, por norma, soluções com geometria muito complexa, o que torna
inviável ou até impossível a sua fabricação efetiva utilizando tecnologias de fabricação
tradicionais. Vários esforços foram feitos para contornar este problema aplicando cons-
trangimentos à complexidade destas soluções, numa tentativa de garantir que projetos
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baseados neste método possam efetivamente ser construídos [18]. Contudo estas metodo-
logias podem eliminar o potencial ganho com o uso da otimização de topologia.
Em anos recentes a OT adquiriu uma relevância renovada devido ao aparecimento
das técnicas de fabrico aditivo, que proporcionam uma forma simples de construir peças
com geometria complexa [5].
2.2 Formulação da otimização de topologia
A formulação clássica dos problemas de otimização de topologia é muitas vezes feita
associando-os a problemas de distribuição de material num domínio e é apresentada nas
equações (2.1) e (2.2) [2]. O domínio de projeto é discretizado através de uma malha de
elementos finitos e a densidade do material em cada elemento, ρ, é considerada a variável
de projeto. A solução ótima é aquela que minimiza a flexibilidade da estrutura c, calculada
como a energia de deformação UTKU ou como o trabalho das forças aplicadas UTF (2.1).
Para evitar que a solução ótima corresponda a todo o domínio preenchido com material,
impõe-se um constrangimento sobre o volume máximo de material utilizável (2.2). A
figura 2.3 representa um exemplo de utilização de otimização de topologia. À esquerda
temos a definição do domínio do problema, os apoios e a carga aplicada. À direita temos
a distribuição ótima de material.




= Vf rac, KU = F, 0 ≤ ρ ≤ 1 (2.2)
a Domínio do problema, apoios e carga
aplicada.
b Disposição ótima do material disponível
Figura 2.3: Exemplo da utilização da otimização de topologia para determinar a disposi-
ção ótima do material [2]
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Embora existam diferentes modelos que permitem a resolução computacional de pro-
blemas de otimização de topologia, o método Solid Isotropic Material with Penalization
(SIMP) será o método utilizado na dissertação pela sua eficiência e popularidade [2]. O
problema de distribuição de material que se pretende resolver é um problema discreto,
contudo a sua solução torna-se mais facilitada se o encararmos como um problema contí-
nuo. O problema pode ser eficientemente resolvido definindo a densidade como variável
contínua e forçando a convergência da solução para os valores discretos de 0 (ausência de
material) ou 1 (existência de material), o que é facilmente conseguido penalizando a fun-
ção objetivo para valores intermédios da densidade. No método SIMP, o problema é então
formulado como um problema de otimização contínuo em que o módulo de elasticidade
do material é calculado a partir da equação (2.3)
E(ρe) = ρ
p
eE0, p > 1 (2.3)
Nesta equação E0 é o módulo de elasticidade do material utilizado e E(ρe) o módulo
de elasticidade usado no cálculo da matriz de rigidez do elemento e, que varia não line-
armente com a densidade desse elemento ρe. O expoente p é um fator de penalização
que provoca um aumento da flexibilidade sem alterar o volume de material utilizado. A
literatura e experiência da utilização deste método sugerem um valor de p igual a 3 como
um valor que produz bons resultados [2]. A figura 2.4 mostra o efeito do fator de pena-
lização. Quando não existe penalização, a solução ótima apresenta zonas de densidade
intermédia representadas a cinzento na figura 2.4a. A penalização pode ser afinada de
caso para caso, e tem por efeito reduzir as zonas de densidade intermédia na solução final
como se verifica na figura 2.4b.
2.3 Cálculo das sensibilidades da densidade ρ
Ao resolver o problema de OT dado pelas duas equações (2.1) e (2.2) utilizando variáveis
contínuas, beneficia-se da existência de algoritmos de otimização eficientes baseados no
gradiente. O cálculo do gradiente de uma função pode ser feito recorrendo à análise de
sensibilidades que disponibiliza várias técnicas para o efeito. Uma delas consiste em uti-
lizar as diferenças finitas progressivas, fazendo variar ligeiramente o valor da densidade
de cada elemento ρe, mantendo as restantes densidades fixas, e avaliando o seu impacto




c(ρe + h)− c(ρe)
h
(2.4)
Efetuando este cálculo para todos os elementos, obtém-se uma aproximação do vetor
do gradiente. No entanto esta abordagem, apesar de simples, torna-se bastante dispendi-
osa para problemas com um elevado número de elementos, porque obriga a que a função
objetivo seja calculada tantas vezes quanto o número de elementos existentes.
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a Solução obtida pelo SIMP sem penalização (p = 1)
b Solução obtida pelo SIMP com penalização (p = 3)
Figura 2.4: Diferença dos resultados obtidos pelo método SIMP não utilizando, ou utili-
zando penalização para as densidades intermédias.
As sensibilidades podem ser calculadas mais eficientemente recorrendo ao método
adjunto [2]. A função objetivo pode ser representada pelo trabalho das forças aplicadas
como já referido em (2.1).






Nesta expressão (2.5) ρe representa a densidade de cada elemento e. Para usar o mé-
todo adjunto a equação (2.5) é reescrita com a adição de uma função nula que representa o
produto de um vetor fixo e arbitrário λ, independente de ρe [2], pela equação de equilíbrio
(2.6), obtendo-se a equação (2.7).
K(ρe)U(ρe)−F = 0 (2.6)
c(ρe) = F
TU(ρe)−λT[K(ρe)U(ρe)−F] (2.7)
Tomando derivadas parciais com respeito à densidade ρe dos elementos, obtêm-se as



























Uma vez que λ é arbitrário, pode resolver-se a equação adjunta (2.10) de forma a
determinar o valor de λ que é a sua solução.
FT −λTK = 0 (2.10)






Observando a equação (2.10) verifica-se que é análoga à equação de equilíbrio (2.6), e
desta comparação, resulta como solução a equação (2.12).
λ = U (2.12)
Para a flexibilidade de uma estrutura linear elástica a variável adjunta é simplesmente
o vetor de deslocamentos. Para outras funções pode ser necessário resolver a equação
adjunta (2.10) para obter λ.
Após substituir a equação (2.12) na equação (2.11), obtém-se a equação (2.13):
∂c
∂ρe
= −U(ρe)T ∂K∂ρeU(ρe) (2.13)
Com base na expressão (2.3) verifica-se que a matriz de rigidez elementar pode ser
obtida pela equação (2.14).
K = ρpeK0 (2.14)
Onde K0 é a matriz de rigidez do elemento para ρ = 1. Derivando a equação (2.14)
obtêm-se ∂K0∂ρe pela equação (2.15)
∂K
∂ρe
= pρp−1e K0 (2.15)
Como a densidade de cada elemento só afeta esse mesmo elemento, a derivada obtida
na equação (2.15) é calculada localmente em cada elemento. Assim sendo a derivada da
flexibilidade da estrutura obtém-se pela equação (2.16):
∂c
∂ρe
= −pρp−1e ueTK0ue (2.16)
Este cálculo da derivada da flexibilidade em relação à densidade de um elemento é
feito com base exclusivamente nos deslocamentos e na matriz de rigidez desse elemento.
Por esta razão o método é comparativamente mais eficiente que o cálculo por diferenças
finitas.
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2.4 Filtro de densidade e filtro de sensibilidades da densidade
Na OT pelo método SIMP, usa-se o método dos elementos finitos para calcular os deslo-
camentos, assumindo comportamento elástico linear. A flexibilidade da estrutura c(ρ) é
calculada a partir dos deslocamentos nodais U obtidos pelo método dos elementos finitos
e a partir das forças aplicadas F na equação (2.1).
O constrangimento de igualdade (2.2) impõe que a quantidade total de material dis-
tribuído ao longo do domínio de projeto seja igual a uma fração de volume f . Sendo o
volume total do domínio V0 calculado a partir da soma das áreas dos elementos finitos
individuais, ou seja, a partir da área do domínio, porque se trata de problemas 2D e se
considera uma espessura unitária. O volume da estrutura para uma determinada distri-
buição da densidade V (ρ) é calculado pela equação (2.17), em que ρe são as densidades





Verifica-se que a utilização da densidade como variável de projeto conduz muitas
vezes a soluções que exibem um padrão conhecido como checkerboard que é um padrão
semelhante a um tabuleiro de xadrez, onde regiões sólidas e privadas de material alternam
entre si como se pode ver na figura 2.5b.
a Com filtro de densidades
b Sem filtro de densidades
Figura 2.5: Diferença dos resultados com filtro de sensibilidades e sem filtro
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É conhecido que a origem deste padrão de checkerboard tem origem na aproximação
utilizada no método dos elementos finitos, mais especificamente devido à deficiente mo-
delação numérica que sobrestima a rigidez deste padrão [2]. Para evitar este problema
aplicam-se esquemas de filtragem e uma grande variedade de filtros tem sido estudada e
implementada. Apresentam-se dois dos principais métodos de filtragem que são o filtro
de densidade e o filtro de sensibilidades da densidade [6]. Estes fornecem uma forma
simples e elegante de "suavizar" a função objetivo. Qualquer um destes esquemas de
filtragem pode ser usado, contudo, neste trabalho optou-se pela implementação de um
filtro de sensibilidades.
Num filtro de densidade, são calculadas densidades elementares modificadas, que
são usadas no cálculo da matriz de rigidez de cada elemento [2]. Este método tende a
suavizar áreas intermédias dentro da malha de elementos finitos e melhorar as fronteiras
da estrutura. Nesta formulação, cada densidade elementar modificada, ρ˜e é calculada
através da soma das médias ponderadas de todas as densidades à sua volta, como se vê










w(di) = max(0,Rmin − di) (2.19)
di = dist(ρi ,ρe) (2.20)
dist = ‖ρi − ρe‖ (2.21)
O filtro de densidade é calculado usando uma função de peso w(di) que depende de
um raio de influência fixo, Rmin e do operador dist que calcula a distância di centro a
centro entre os elementos representados pelas variáveis de controlo ρe e ρi . Por forma a
remover pesos elementares que são maiores que a distância a partir do elemento central
Rmin, todos os valores da função de peso que estão fora deste raio são igualados a 0.
Para cada elemento, as somas ponderadas são calculadas, realizando-se a média para
determinar a densidade elementar ρ˜e. Vale a pena notar que este filtro de densidade
preserva o volume, porque o volume total da estrutura é o mesmo depois da aplicação do
filtro a todos os elementos. Quando um filtro de densidade é implementado, os valores das
variáveis ρi não são tidos em conta na solução final, ao invés, as densidades elementares
filtradas são escolhidas para a solução do problema de otimização de topologia.
De forma semelhante, um filtro de sensibilidade pode ser aplicado para suavizar
a função objetivo usando um método heurístico. As sensibilidades da função objetivo
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em relação às variáveis ρe são calculadas e utilizadas para gerar a próxima iteração dos















Os pesos w(di) são igualmente calculados como indicado nas equações (2.19), (2.20) e
(2.21).
2.5 Elemento isoparamétrico de quatro nós
Neste trabalho é utilizado o elemento isoparamétrico de quatro nós para discretizar o
domínio do problema. Apresenta-se em seguida uma descrição deste elemento. A matriz
constitutiva D estabelece a relação fundamental entre o vetor contendo as tensões σ e o
vetor contendo as deformações  assumindo material elástico isotrópico para o estado de
tensão plano (2.23) e (2.24) [6].
















Os deslocamentos nas direções horizontal (ux) e vertical (uy) no interior do elemento
são aproximados através de um somatório dos deslocamentos nodais ujx e u
j
y , pesados por
um conjunto de funções de forma ψej (x,y). Aqui, o índice j denota o número do nó cor-
respondente à j-ésima função de forma para o elemento e, que depende das coordenadas
x e y. A equação (2.25) mostra a aproximação dos deslocamentos horizontal e vertical
















A primeira função de forma é construída por forma a ser igual à unidade no primeiro
nó e zero nos restantes nós. De forma semelhante, a segunda função de forma é construída
de forma a ser unitária no segundo nó e zero nos restantes nós. Procede-se de forma
análoga para as restantes funções de forma. Tem-se ainda que a soma das funções de
forma em qualquer ponto do elemento deve ser igual à unidade, equação (2.26) [13].
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0 if i , j1 if i = j
n∑
i=1
ψei (x,y) = 1
(2.26)
As funções de forma no referencial natural da figura 2.6 utilizadas no programa
desenvolvido são definidas por (2.27).
Figura 2.6: Referencial natural do elemento
ψ1(s, t) = 0,25(1− s)(1− t)
ψ2(s, t) = 0,25(1 + s)(1− t)
ψ3(s, t) = 0,25(1 + s)(1 + t)
ψ4(s, t) = 0,25(1− s)(1 + t)
(2.27)
Os deslocamentos dentro de um elemento ue = ue(x,y) podem ser escritos em função




y pela equação (2.28):
ue(x,y) =
uxuy












A equação (2.28) pode escrever-se em notação compacta apresentada em (2.29) con-
tendo as funções de forma e os deslocamentos nodais.
ue(x,y) = ψ.u (2.29)
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A matriz B que relaciona deformações e deslocamentos é calculada através da deri-












 = D∗Tue = D∗
T
ψ.u (2.31)
Sendo a matriz B definida por:































Aqui, a espessura da estrutura h, na direção z, é indicada na equação, mas é omitida
em seguida.
A partir da soma das matrizes de rigidez individuais e das coordenadas nodais globais
constrói-se uma matriz de rigidez K de 2N por 2N , em que N é o número total de nós
da análise de elementos finitos, e 2N é o número total de graus de liberdade. As forças
conhecidas são incluídas num vetor global de forças F, em que cada entrada de F corres-
ponde a um grau de liberdade nodal. Resolvendo o sistema de equações lineares (2.34)
obtém-se o vetor de deslocamentos nodais U do sistema.
KU = F (2.34)
2.6 Relação tensão-deformação para material ortotrópico
Os materiais com propriedades ortotrópicas apresentam comportamento diferente conso-
ante a sua orientação. Para definir qual a direção segundo a qual o material está disposto,
é introduzido o ângulo θ. Tal como representado na figura 2.7, o ângulo θ define a re-
lação entre o referencial global XY e o referencial dos eixos alinhados com as direções
principais do material ortotrópico xy.
Para uma placa num estado de tensão plano as seguintes tensões são nulas (2.35).
σz = 0 τyz = 0 τzx = 0 (2.35)
E apenas poderão ser diferentes de zero as componentes (2.36).
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Figura 2.7: Definição do ângulo θ entre o referencial global e o referencial dos eixos
principais do material [8].
σx , 0 σy , 0 τxy , 0 (2.36)
A relação deformação-tensão, para material ortotrópico no estado de tensão plano é





























Como a placa está no estado de tensão plano, existe extensão na direção z, dada por
(2.39) sendo os coeficientes S13 e S23 dados por (2.40).
εz = S13σx + S23σy (2.39)









As relações deformação-tensão (2.37) podem ser invertidas para obter as relações
tensão-deformação (2.41), onde os coeficientes de Q se designam coeficientes de rigidez
reduzidos para o estado de tensão plano. Esses coeficientes podem ser obtidos a partir de








































1− νxyνyx Q66 = Gxy
(2.43)
É de notar que estes coeficientes podem ser calculados a partir de quatro parâmetros








As tensões calculadas pela equações (2.42) são referentes ao referencial principal do
elemento. Para as calcular relativamente ao referencial global XY é necessário efetuar







cos2θ sin2θ −2sinθ cosθ
sin2θ cos2θ 2sinθ cosθ







De forma semelhante, podem ser transformadas as deformações do referencial princi-






cos2θ sin2θ −2sinθ cosθ
sin2θ cos2θ 2sinθ cosθ



























onde T−1 representa a inversa da matriz T dada pela equação (2.49).
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[T ] =

cos2θ sin2θ 2sinθ cosθ
sin2θ cos2θ −2sinθ cosθ
−sinθ cosθ sinθ cosθ cos2θ − sin2θ
 (2.49)
Como a distorção γXY representa o dobro de XY pode usar-se a matriz R, representada
















Efetuando todas as transformações, as tensões no referencial global podem ser escritas










Pode-se definir Q como o conjunto de transformações (2.53), ou seja, Q representa os
coeficientes de rigidez reduzida transformados para o referencial global (2.54).
















2.7 Cálculo das sensibilidades das variáveis de projeto ρ e θ
para material ortotrópico
A introdução do material ortotrópico conduz ao aparecimento de uma nova variável para
cada elemento finito que será a orientação dos eixos principais do material, θ, em relação
ao referencial global. Para resolver o problema de OT é necessário calcular as derivadas
da função objetivo, que é agora c(ρ,θ) (2.55), em relação a ρ e θ. Os vetores ρ e θ são
constituídos respetivamente pelos valores da densidade e orientação de material de cada
elemento e.







2.7. CÁLCULO DAS SENSIBILIDADES DAS VARIÁVEIS DE PROJETO ρ E θ PARA
MATERIAL ORTOTRÓPICO
Onde se utilizou a relação (2.14). Agora, a matriz de rigidez de cada elemento K0 já
não é constante, mas varia em cada elemento passando a ser representada por Ke. Como
esta depende apenas de θ a derivada ∂c∂ρe pode ser obtida através da equação (2.16).
Para obter as sensibilidades da rotação do material, deriva-se a equação (2.55) em
relação a θe através do método adjunto, de forma semelhante ao cálculo das sensibilidades
da densidade na secção 2.3. Reescrevendo a equação (2.9) mas agora em função de θe














Escolhendo λ = U que é igualmente solução da equação (2.10) e como a matriz de cada
elemento depende apenas da rotação de cada elemento θe, obtém-se (2.57).
∂c
∂θe
= −ρpeueT∂Ke∂θe ue (2.57)
Nesta expressão é necessário obter a derivada da matriz rigidez do elemento em ordem
a θe. Recuperando a equação (2.33) e substituindo a matriz D pela matriz dos coeficientes


















































Neste capítulo foram descritas as várias metodologias necessárias para resolver o
problema de topologia com material ortotrópico proposto, que serão aplicadas no terceiro












Descrição e implementação das
metodologias de otimização de topologia
3.1 Introdução
Neste capítulo apresentam-se as duas implementações do método CFAO - Continuous
Fibre Angle Optimization desenvolvidas, que foram inspiradas no programa de OT top88
escrito em linguagem MATLAB [4]. Este código foi substancialmente alterado para incor-
porar a utilização de materiais ortotrópicos e a otimização do ângulo entre o referencial
do material e o referencial global. Os dois programas foram batizados TopOrt e TopIsoThe-
nOrt.
3.2 Algoritmo de otimização não linear
Tradicionalmente o critério da otimalidade é bastante utilizado na otimização da distri-
buição de material em problemas de OT sendo o método aplicado no programa top88.
No entanto, devido ao elevado número de elementos e variáveis de projeto que o CFAO
terá de resolver, optou-se por substituí-lo pelo método das assímptotas móveis, Method
of Moving Asymptotes (MMA), devido à sua elevada eficiência na resolução de problemas
de grande escala e à facilidade que apresenta de incluir novos constrangimentos. Por esse
facto é um algoritmo muito usado em OT [2]. O autor do método distribui livremente a
licença (General Public License, GPLv3, versão de Abril de 2002) com uma implementa-
ção do algoritmo em linguagem MATLAB [16]. O método MMA foi desenvolvido para
resolver problemas genéricos de otimização que deverão ser formulados de acordo com
as equações (3.1) e (3.2).
Minimizar:f0(x),x ∈R (3.1)
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sujeito a: fi(x) 6 fˆi , i = 1,2, ...,m
xj 6 xj 6 x¯j j = 1,2, ...,n
(3.2)
Onde f0 é a função objetivo e fi os constrangimentos de desigualdade, xj e x¯j são
respetivamente os limites inferior e superior das variáveis de projeto xj . No MMA a
função f0 das n variáveis de projeto é aproximada em redor do ponto x0 pela equação
(3.3) onde ri e si tomam os valores definidos pelas equações (3.4) e (3.5).












(x0) > 0 então ri = (Ui − x0i )2
∂f
∂xi








Os parâmetros Li e Ui designam-se as assímptotas e são alterados durante o processo
iterativo, controlando a gama de valores onde a aproximação de f (x) produz resultados
adequados. Este algoritmo resolve uma sequência de sub-problemas convexos e sepa-
ráveis, que aproximam o problema inicial, tendo-se verificado ser muito eficiente na
resolução de problemas de OT [2].
3.3 Implementação e validação do elemento isoparamétrico
Outra alteração significativa envolve o cálculo da matriz de rigidez global da estrutura.
Enquanto no programa top88 a matriz de cada elemento era inicialmente calculada e
em seguida multiplicada pela densidade ρ e assemblada, agora essa matriz altera-se em
função do ângulo de orientação θ. Esse ângulo afeta a matriz de rigidez reduzida Q (2.53)
como definido na equação (2.54). É necessário por isso calcular a matriz de rigidez de
cada elemento da malha a cada iteração do algoritmo de OT.
Foi por isso incorporado um programa de elementos finitos que utiliza o elemento iso-
paramétrico de tensão plana e quatro nós apresentado na secção 2.5. A matriz de rigidez
de cada elemento é calculada pela equação (2.33), substituindo a matriz constitutiva D





Neste elemento isoparamétrico a integração é feita numericamente através de um








3.3. IMPLEMENTAÇÃO E VALIDAÇÃO DO ELEMENTO ISOPARAMÉTRICO
As matrizes de rigidez de cada elemento Ke descritas em coordenadas locais s t, são
assembladas na matriz de rigidez global K descritas em coordenadas globais XY , como
representado na figura 3.1. As contribuições de rigidez de todos os elementos que fazem
fronteira no mesmo vértice, nó global, são somadas durante a construção da matriz de
rigidez global K. A função auxiliar NodeFinder2D foi desenvolvida para mapear as trans-
formações necessárias, e o código encontra-se no apêndice F. Esta função permite também
parametrizar problemas a resolver de forma mais simples e independente do número de
elementos escolhidos para a malha.
Figura 3.1: Assemblagem dos elementos individuais na malha de elementos finitos.
Para validar o programa de elementos finitos desenvolvido, optou-se por comparar
os resultados com os obtidos pelo ANSYS para um exemplo constituído por um único
elemento com o carregamento indicado na figura 3.2. O ANSYS é um dos programas mais
conhecidos e utilizados na simulação de estruturas utilizando o método dos elementos
finitos, sendo por isso adequado para realizar a comparação de resultados. O elemento
finito ilustrado tem aresta unitária e força unitária aplicada no nó 3, segundo y.
O problema é resolvido duas vezes utilizando diferentes materiais. Para a primeira
resolução o material é isotrópico com E = 1 Pa e ν = 0,3. O apêndice A contém o código
ANSYS Parametric Design Language, APDL, para esta resolução. Para a segunda o material
é ortotrópico com Ex = 5 Pa e Ey = 1 Pa, νxy = 0,3 e Gxy = 1,923, o codigo APDL encontra-
se no apêndice B. O programa de elementos finitos desenvolvido, bem como a descrição
do problema encontra-se no apêndice C.
Verificando-se nas tabelas 3.1 e 3.2 uma perfeita concordância nos resultados, considera-
se que o programa de elementos finitos está corretamente implementado.
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Figura 3.2: Carregamento teste para um elemento isoparamétrico, com força de 1 N
Tabela 3.1: Comparação de resultados obtidos pelo software ANSYS e o programa TopOrt
com material isotrópico de E = 1 Pa e ν = 0,3.
Nó 2 UX Nó 3 UX Nó 3 UY Nó 4 UX Nó 4 UY
ANSYS -0,30000 -2,3222 3,0222 -2,0222 -1,0222
TopOrt -0,30000 -2,3222 3,0222 -2,0222 -1,0222
Tabela 3.2: Comparação de resultados obtidos pelo software ANSYS e o programa TopOrt
com material ortotrópico de Ex = 5 Pa e Ey = 1 Pa, νxy = 0,3 e Gxy = 1,923
Nó 2 UX Nó 3 UX Nó 3 UY Nó 4 UX Nó 4 UY
ANSYS -0,060000 -1,0799 2,0199 -1,0199 -0,019920
TopOrt -0,060000 -1,0799 2,0199 -1,0199 -0,019920
3.4 Determinação das sensibilidades em ordem a ρ e a θ
A sensibilidade em relação à densidade é calculada em cada elemento finito pela equação










A sensibilidade em relação à rotação é calculada em cada elemento finito pela equação
(2.60). É importante dizer que esta derivada, tal como a derivada da densidade ρe só não
é nula no elemento a que diz respeito, isto é, é calculada localmente. Para a calcular em
cada elemento finito, utiliza-se a integração numérica de Gauss análoga à utilizada no
cálculo da matriz de rigidez obtendo-se a equação (3.9).
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Para validar as sensibilidades calculadas analiticamente foi feita uma comparação com
resultados obtidos por diferenças finitas progressivas. Para tal considerou-se o exemplo
da figura 3.2 com o mesmo material ortotrópico e variaram-se a densidade e o ângulo θ.
Considerou-se a densidade inicial ρ = 0,5 e o ângulo inicial θ = 1 rad. Obtiveram-se os
resultados indicados na tabela 3.3 para vários valores do incremento nas variáveis.
Tabela 3.3: Comparação com o método de diferenças finitas
Gradiente 10−4 10−6 10−8
Densidade -41,699598590 -41,682924310 -41,699431791 -41,699597197
Ângulo -07,705975169 -07,705093330 -07,705966339 -07,705972482
Desvio densidade 4,0003× 10−2 4,0000× 10−4 3,3410× 10−6
Desvio ângulo 1,1445× 10−2 1,1459× 10−4 3,4867× 10−5
Verifica-se que os resultados obtidos com diferenças finitas convergem para os valores
calculados analiticamente, tanto para as variações de densidade, como para as variações
da orientação do material.
3.5 Implementação do algoritmo TopOrt
O fluxograma do programa top88 [4] é apresentado na figura 3.3. Para construir o pro-
grama TopOrt realizaram-se três modificações fundamentais, a substituição do critério de
otimalidade pelo algoritmo MMA, a incorporação do programa de elementos finitos para
cálculo da matriz de rigidez em função da orientação de material ortotrópico e uma vez
que existem duas variáveis para cada elemento, a adição do cálculo das sensibilidades em
relação ao ângulo θ. O fluxograma do novo algoritmo é apresentado na figura 3.4.
O critério de paragem do programa top88 encontra a variação máxima de densidade
(que toma valores entre 0 e 1) de um elemento entre a iteração atual e a iteração anterior
e considera que a solução ótima foi atingida quando esta variação é inferior a 0,01. Para
o programa TopOrt as condições de paragem são:
• Variação máxima da densidade de material entre iterações ρe < 0,01,
• Variação máxima da orientação de material entre iterações θe < 0,5◦ para elementos
com densidade ρ superior a 0,2,
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Figura 3.3: Fluxograma do programa top88
ou:
• Número máximo de iterações atingido (loop > 2000).
O programa TopOrt no apêndice D e as funções auxiliares descritas nos apêndices F e
G, bem como a descrição do problema a resolver no apêndice I estão situados na mesma
diretoria. Para utilizar o programa é necessário ter também definidas as propriedades
do material e a orientação inicial de θ. Finalmente, o programa deve ser chamado com a
seguinte sintaxe: [x,Q] = T opOrt(nex,ney ,vf rac,p,Rmin, f lagstress), estes paramentos são:
• nex - número de elementos da malha na direção X,
• ney - número de elementos da malha na direção Y,
• Vf rac - fração de volume disponível,
• p - penalização das densidades intermédias,
• Rmin - raio do filtro de sensibilidades das densidades,
• f lagstress - opção de representar as direções das tensões principais (0 - não ; 1 - sim).
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O programa apresenta os resultados da flexibilidade penalizada e representa grafica-
mente a variação máxima da densidade e da orientação do material para cada iteração.
Quando o critério de paragem é atingido, as matrizes de densidade e de orientação de
material para cada elemento são apresentadas numericamente, e representadas grafica-
mente. A consola dá também indicação do tempo decorrido, o número de iterações final,
e a solução da flexibilidade não penalizada. A informação da flexibilidade não penalizada
permite comparar estruturas com topologias distintas obtidas para o mesmo problema,
eliminando o custo associado à área de superfície filtrada.
Figura 3.4: Fluxograma do programa TopOrt
Salienta-se que o TopOrt precisa de considerar duas vezes mais variáveis de projeto. No
Top88 a matriz de rigidez pode ser previamente integrada a partir das funções de forma
e multiplicada pela variável de projeto densidade. Mas agora, devido ao aparecimento de
ângulos de orientação, a matriz rigidez local deixa de ser igual para todos os elementos,
o que implica que deve ser calculada elemento a elemento, a cada iteração, antes de
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ser afetada pela densidade e posteriormente assemblada. Como consequência direta, o
TopOrt é consideravelmente mais lento.
3.6 Visualização dos resultados
O programa TopOrt calcula as soluções ótimas da distribuição e orientação do material
e devolve a solução ótima da densidade e orientação de material para cada elemento
da malha. Para visualizar e tirar conclusões qualitativas da estrutura calculada, foram
construídas as funções DrawTheta e DrawPrimeDirections, que permitem representar a
orientação do material e a orientação das tensões principais de cada elemento em relação
às coordenadas globaisX,Y , como indica a figura 3.5. São apenas representados elementos
com densidade ρ superior a 0,2. A dimensão do traço das tensões encontra-se normalizada
e em função do valor em módulo da tensão principal, como indicado nas equações (3.11)
e (3.12).
Figura 3.5: Representação gráfica da orientação do material e da orientação do módulo














3.7. DIFICULDADES DE CONVERGÊNCIA
3.7 Dificuldades de convergência
A introdução de uma variável que controla a orientação do material em OT conduz a
dificuldades na convergência associadas ao facto das derivadas serem nulas em pontos
não ótimos. Isto implica que poderá haver convergência para ótimos locais uma vez que
o algoritmo de otimização baseado no gradiente, não distingue ótimos locais de globais.
Para ilustrar este tipo de problemas, apresentam-se dois exemplos simples em que
um único elemento é submetido a um estado de tração uniaxial e a um estado de corte.
No primeiro caso, representado na figura 3.6 considera-se o ângulo θ a variar entre 0 e
2pi. O ângulo é apresentado no eixo das abcissas e a flexibilidade no eixo das ordenadas.
Verifica-se que há dois pontos mínimos quando o ângulo é igual a pi2 e a
3pi
2 , como seria de
esperar, pois corresponde a ter o eixo principal de maior rigidez alinhado com a carga. O
problema, contudo, ocorre para θ =Npi, com N = 0,1,2, ..., onde o valor da flexibilidade
tem um máximo e a sua derivada é nula. Isso pode implicar que o algoritmo de OT poderá
ficar bloqueado se o valor inicial de θ coincidir com algum destes valores.
A figura 3.6c mostra que quando se inicia a otimização com o ângulo igual a zero,
o algoritmo converge para a orientação assinalada a vermelho, embora a orientação das
direções principais, assinalada a verde, seja vertical. A figura 3.6d mostra que, caso se
inicie a otimização com valor diferente de zero, há convergência para a solução ótima que
corresponde a ter a direção principal do material disposta verticalmente.
Na figura 3.7 apresenta-se outro problema associado à variação da orientação do
material. A figura mostra o mesmo elemento mas agora suportando cargas horizontais
que provocam corte. Mais uma vez representa-se a variação da flexibilidade com o ângulo
θ variando entre 0 e 2pi. Constata-se que a flexibilidade mínima ocorre para pi2 e
3pi
2 , como
para o exemplo anterior. O problema ocorre novamente para θ = Npi com N = 0,1,2, ...
porque existem mínimos locais para estes valores de θ. Se o algoritmo de OT convergir
para algum destes valores durante o processo iterativo, não será capaz de se afastar e
obter o mínimo global.
Nas figuras 3.7c e 3.7d representa-se a vermelho a solução final ótima, a verde e a azul
as direções das tensões principais máxima e mínima, respetivamente. Apesar das direções
principais estarem orientadas a pi4 , verifica-se que a solução ótima pode ser alcançada a
partir da solução inicial pi2 mas não a partir da solução inicial 0 graus.
Para além dos problemas descritos, surgem outras dificuldades associadas à variável
θ. A alteração do método SIMP para o método CFAO garante a utilização do modelo
adequado para descrever o material ortotrópico. No entanto, existem alguns pontos a
serem considerados:
Em ambos os casos, é necessário fornecer uma distribuição de densidade inicial para
iniciar o processo iterativo. É no entanto facto conhecido que algoritmos de otimização
não linear não garantem convergência para o mínimo global. No método SIMP, este pro-
blema é minimizado distribuindo de forma uniforme a densidade disponível por todos
os elementos, o que diminui o risco de convergência para um mínimo local. Contudo,
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a Tração uniaxial no elemento, com força
de 1 N
b Variação da flexibilidade em função de θ
c Resultado da otimização com
ângulo inicial de zero graus. Fle-
xibilidade ótima de 3,9771
d Resultado da otimização com ân-
gulo inicial diferente de zero graus.
Flexibilidade ótima de 0,15977929
Figura 3.6: Análise da variação da função objetivo para um elemento de densidade fixa
ρ = 1 à tração em função do ângulo θ
no método CFAO, este problema dos mínimos locais é extremamente agravado, porque
vai estar associado à distribuição inicial dos ângulos. A opção mais expedita é considerar
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a Corte no elemento, com F de 1 N
b Variação da flexibilidade em função de θ
c Resultado da otimização com ân-
gulo inicial de zero graus. Flexibilidade
ótima de 6,1597
d Resultado da otimização com ân-
gulo inicial de pi2 de zero graus. Fle-
xibilidade ótima de 3,7911
Figura 3.7: Análise da variação da função objetivo para um elemento de densidade fixa ρ
= 1 ao corte em função do ângulo θ
todos os ângulos iniciais iguais e alinhados na direção presumida dominante para um
determinado problema. Mas esta solução inicial pode potencialmente levar o algoritmo
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a criar, nas primeiras iterações, estruturas que se alinhem preferencialmente nesta pri-
meira direção. É verosímil que existam problemas de otimização em que esta distribuição
não uniforme de densidade conduza o algoritmo para um mínimo local. Este potencial
enviesamento não é evidente para grande parte dos problemas estudados, porque existe
a necessidade de colocar material numa determinada região, mesmo que orientado na
direção menos solicitada. O problema de otimização da figura 3.8 é um caso que expõe
esta situação.
Figura 3.8: Carregamento num domínio quadrado, com fração volúmica de 0,5 e raio de
filtro de 1,25 elementos e força de 2 N.
O domínio quadrado está sujeito a duas cargas horizontais e duas cargas verticais
aplicados nos vértices como mostra a figura e foi discretizado com uma malha de 900
elementos (30 na horizontal e 30 na vertical). Todos os parâmetros do problema, a malha,
a fração volúmica (0,5) e o raio do filtro (1,5 elementos) foram mantidos inalterados em
todas as análises.
O problema foi resolvido quatro vezes da seguinte forma:
• Utilizando o programa top88 para material isotrópico com Módulo de Young de 1
Pa e coeficiente de Poisson de 0,3, obtendo-se o resultado representado na figura
3.9a,
• Utilizando o programa TopOrt para o mesmo material isotrópico, com o resultado
da figura 3.9b,
• Utilizando o programa TopOrt mas agora com material ortotrópico, com Módulo
de Young de 10 Pa na direção das fibras e de 1 Pa na direção perpendicular, com
coeficiente de Poisson νxy de 0,3. Com a solução inicial da orientação das fibras na
direção xx, obteve-se o resultado indicado na figura 3.10a,
• Utilizando o TopOrt com o mesmo material ortotrópico mas com uma solução ini-
cial da orientação das fibras na direção yy sendo o resultado final indicado na
figura3.10b.
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A tabela 3.4 compara a flexibilidade número de iterações e tempo de cálculo para cada
um dos quatro casos apresentados.
Tabela 3.4: Comparação dos quatro casos descritos para o exemplo da figura 3.8
Programa Material θ inicial [◦] Flexibilidade [mN ] Iterações Tempo [s]
top88 Isotrópico - 80,7653 16 1
TopOrt Isotrópico - 80,7858 52 16
TopOrt Ortotrópico 0 18,6278 56 33
TopOrt Ortotrópico 90 18,5223 154 109
a 1º - top88 para material iso-
trópico com Modulo de Young
de 1 Pa e Coeficiente de Pois-
son de 0,3
b 2º - TopOrt para material iso-
trópico com Modulo de Young
de 1 Pa e Coeficiente de Pois-
son de 0,3
Figura 3.9: Resultados do problema representado na figura 3.8 dos programas top88 e
TopOrt para material isotrópico
Os resultados da figura 3.9 são expectáveis, uma vez que o método CFAO é uma
generalização do método SIMP. Utilizando o mesmo material isotrópico obtêm-se os
mesmos resultados.
Na figura 3.10 no entanto, torna-se evidente que a alteração do ângulo de orientação
inicial criou duas geometrias muito diferentes. Esta observação permite concluir que em
determinados problemas, o método pode ficar "preso" em mínimos locais.
Esta relação entre a orientação do material e a sua influência na disposição de material
no domínio provoca também problemas na velocidade ou até mesmo capacidade de
convergência numa solução ótima. Na figura 3.11 é representado um problema, que foi
resolvido com o programa TopOrt utilizando uma malha de 120X40, fração de volume
de 0,5, penalização de 3 e raio de filtro de 1,25, e material com Ex = 10 Pa, Ey = 1 Pa e
νxy = 0,36.
Na figura 3.12 são apresentados os resultados obtidos. A densidade ρ apresentada
em 3.12c e a orientação de material θ em 3.12d apresentam bons resultados, com uma
flexibilidade na iteração final de 18,5427mN . No entanto nas figuras 3.12a e 3.12b constata-
se que o algoritmo teve dificuldade em estabilizar os valores de ρ e θ, parando apenas
devido à limitação de 2000 iterações impostas, demorando 1 hora e 41 minutos a efetuar
o cálculo.
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a Disposição de material com
ângulo inicial de 0
b Orientação de material com
ângulo inicial de 0
c Disposição de material com
ângulo inicial de pi2
d Orientação de material com
ângulo inicial de pi2
Figura 3.10: Resultados do programa TopOrt para o carregamento da figura 3.8
Figura 3.11: Esquema de carregamento MBB Beam, com força aplicada de 1 N.
Estas observações motivaram a implementação do algoritmo TopIsoThenOrt apresen-
tado na secção 3.8.
3.8 Implementação do algoritmo TopIsoThenOrt
O programa TopOrt otimiza simultaneamente os dois tipos de variáveis, densidade e ori-
entação. Como consequência apresenta tempos de cálculo elevados e por outro lado é
sensível à escolha da solução inicial do ângulo pois conduz por vezes a mínimos locais.
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a Convergência da densidade
b Convergência da orientação do material
c Solução da disposição de material
d Solução da orientação do material
Figura 3.12: Análise da convergência do programa TopOrt para o problema descrito na
figura 3.11
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O programa TopIsoThenOrto é proposto nesta dissertação como uma forma de minimizar
estes problemas e consiste em modificar o algoritmo desacoplando o problema da densi-
dade do problema do ângulo. Numa primeira fase é resolvido o problema da distribuição
de material, sendo este considerado isotrópico. Depois de obtida a distribuição ótima da
densidade, é realizada uma segunda otimização considerando o material ortotrópico para
obter a orientação ótima das direções principais do material. Esta abordagem baseia-se
na hipótese de que a orientação do ângulo pode ser efetuada independentemente da dis-
posição de material sempre que a orientação dos ângulos não esteja sujeita a qualquer
constrangimento. A figura 3.13 apresenta o fluxograma do programa que foi desenvolvido
segundo esta metodologia que foi designado TopIsoThenOrto.
Figura 3.13: Fluxograma do programa TopIsoThenOrt
O código deste programa encontra-se no apêndice E. O critério de paragem e funções
auxiliares utilizadas são idênticas às do programa TopOrt. O programa top88 foi modifi-
cado de forma a utilizar o algoritmo MMA. Esta nova versão que se designa top88MMA
é usada na resolução do problema isotrópico que se encontra no apêndice H. A compo-
nente ortotrópica é resolvida da mesma forma que no programa TopOrt, mas apenas a
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orientação do material é otimizada. O programa deve ser chamado com a seguinte sin-
taxe: [x,Q] = T opIsoT henOrt(nex,ney ,vf rac,p,Rmin, f lagstress), em que os parâmetros são
os mesmos do TopOrt.
A implementação desta metodologia conduziu a tempos de cálculo significativamente
inferiores aos obtidos com o programa TopOrt. Nos testes realizados constatou-se que se
obtiveram soluções praticamente idênticas. Por outro lado esta metodologia parece ser
muito menos sensível à escolha da solução inicial, quando se usou o material ortotrópico.
No caso definido na figura 3.8 constatou-se que para as duas soluções iniciais do ângulo
θ, obtiveram-se os mesmos resultados finais como indicado na figura 3.14. A tabela 3.5
compara todas as soluções obtidas para este exemplo. Na metodologia TopIsoThenOrt o
número de iterações corresponde à soma das iterações dos dois processos iterativos.
a Disposição de material com
ângulo inicial de 0
b Orientação de material com
ângulo inicial de 0
c Disposição de material com
ângulo inicial de pi2
d Orientação de material com
ângulo inicial de pi2
Figura 3.14: Resultados para o programa TopIsoThenOrt
A resolução do exemplo da figura 3.11 com esta metodologia permite também tirar
conclusões positivas. A convergência obtida nas figuras 3.15a e 3.15b mostra que o algo-
ritmo conseguiu convergir para uma solução. Na tabela 3.6 são comparados os resultados
da flexibilidade, do número de iterações, e do tempo decorrido. Os dois algoritmos To-
pOrt e TopIsoThenOrt conseguiram retornar soluções satisfatórias, com uma flexibilidade
muito semelhante. A metodologia TopIsoThenOrt apresenta no entanto uma velocidade
17 vezes superior neste exemplo, e maior estabilidade na convergência das variáveis de
projeto.
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Tabela 3.5: Comparação de todas as resoluções do exemplo da figura 3.8
Programa Material θ inicial [◦] Flexibilidade [mN ] Iterações Tempo [s]
top88 Isotrópico - 80,7653 16 1
TopOrt Isotrópico - 80,7858 52 16
TopOrt Ortotrópico 0 18,6278 56 33
TopOrt Ortotrópico 90 18,5223 154 109
TopIsoThenOrt Ortotrópico 0 18,5073 98 15
TopIsoThenOrt Ortotrópico 90 18,4993 163 36
Tabela 3.6: Resultados obtidos com os dois programas propostos para o carregamento da
figura 3.11
Programa Flexibilidade [mN ] Iterações Tempo [s]
TopOrt 18,5427 2000 6050
TopIsothenOrt 18,5422 303 345
Este capítulo apresenta os programas desenvolvidos. O primeiro corresponde a uma
abordagem do CFAO já estabelecida por outros autores [6], [7], e que se pode dizer que é
uma extensão natural do método SIMP para materiais ortotrópicos. Constatando-se algu-
mas dificuldades na convergência deste método, desenvolveu-se um segundo programa
que conduz a resultados semelhantes com muito maior eficiência e evitando alguns dos
problemas mencionados.
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a Convergência da densidade
b Convergência da orientação do material
c Solução da disposição do material
d Solução da orientação do material












Resolução de problemas de OT utilizando os
programas desenvolvidos
Os resultados que se seguem foram obtidos através das implementações propostas no
capítulo 3 utilizando a linguagem MATLAB. O computador utilizado está equipado com
um processador Intel i7-4710MQ 2,50 GHz, 8 GB de memória RAM.
4.1 Comparação de resultados obtidos para material isotrópico
O primeiro exemplo procura comparar os resultados obtidos, para material isotrópico,
entre os dois programas desenvolvidos TopOrt e TopIsoThenOrt, e os programas top88, que
utiliza o critério de otimalidade, e o programa top88MMA, que utiliza o método MMA.
Este exemplo vem incluído por omissão no programa top88 e é designado por MBB Beam.
É um problema clássico de OT, apresentado em [2], [6]. Devido à simetria, é possível
reduzir este exemplo a "meia" MBB Beam com o domínio apresentado na figura 4.1. Este
exemplo foi resolvido com uma malha de 60 por 20 elementos, fração volúmica de 0,5 e o
raio de filtro de 2,25. A penalização p escolhida é igual a 3 e ângulo θ vale 0◦ para todos
os exemplos descritos.
As soluções encontradas para os programas top88 e top88MMA estão representadas
na figura 4.2. As figuras 4.3 e 4.4 apresentam os resultados obtidos com os programas
TopOrt e TopIsoThenOrt respetivamente.
Os resultados são semelhantes para todos os programas. A orientação do material
não é relevante para material isotrópico visto que qualquer direção apresenta as mesmas
propriedades, portanto os programas mantiveram a orientação inicial de 0◦. Na tabela 4.1
são apresentados os valores numéricos da flexibilidade, número de iterações e o tempo
decorrido para os quatro programas.
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Figura 4.1: Domínio do problema e carregamento de "meia"MBBBeam, com força aplicada
de 1 N
a Distribuição de densidades do programa
top88 com o algoritmo critério de otimalidade
b Distribuição de densidades do programa
top88 com o algoritmo MMA
Figura 4.2: Visualização dos resultados obtidos com os programas top88 e top88MMA.
a Distribuição de densidades b Orientação da direção principal do material
Figura 4.3: Visualização dos resultados obtidos com o programa TopOrt.
a Distribuição de densidades b Orientação da direção principal do material
Figura 4.4: Visualização dos resultados obtidos com o programa TopIsoThenOrt.
As pequenas variações obtidas na flexibilidade correspondem à aproximação à solução
ótima ser feita por caminhos ligeiramente distintos pelos vários programas. Isto ocorre
devido ao uso de algoritmos de otimização não linear distintos, no caso do programa
top88, e às ligeiras diferenças que resultam na forma de cálculo distinta das matrizes de
rigidez dos elementos entre os programas. Estas diferenças ocorrem apenas nas últimas
casas decimais, mas estas pequenas perturbações são rapidamente acumuladas ao longo
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Tabela 4.1: Comparação de resultados para material isotrópico
Flexibilidade [mN ] Iterações Tempo [s]
Top88 211,5617 120 5
Top88MMA 211,6489 130 21
TopOrt 211,6819 129 87
TopIsoThenOrt 211,6468 131 22
das iterações efetuadas.
4.2 Comparação de resultados obtidos para material
ortotrópico
Nesta secção são comparados os resultados obtidos entre os programas desenvolvidos
nesta dissertação TopOrt e TopIsoThenOrt e os resultados obtidos por Robert Hoglund [6].
4.2.1 Problema MBB Beam para material ortotrópico
Na figura 4.5 está representado o domínio do problema e o carregamento para o exemplo
MBB Beam. Foram utilizados os mesmos parâmetros que em [6], malha de 120 por 20,
fração de volume de 0,5 e raio de filtro de 1,5 elementos. Em [6] foram considerados
vários quocientes entre os módulos de Young para as duas direções principais do material,
Ex, Ey . Apenas se comparam os resultados para os dois quocientes mais elevados por se
considerar serem os mais significativos.
Figura 4.5: Domínio e carregamento para o exemplo MBB Beam com força aplicada de 1
N.
Os resultados numéricos são apresentados na tabela 4.2. A figura 4.6 apresenta a
distribuição de densidades e a orientação do material para a razão entre os módulos de
Young de 5:1, e a figura 4.7 os resultados para a razão de 10:1.
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a Resultados Hoglund para rácio de 5:1
b Densidades de TopOrt com rácio de 5:1
c Orientação da direção principal do material para o programa TopOrt com rácio de 5:1
d Densidades de TopIsoThenOrt com rácio de 5:1
e Orientação da direção principal do material para o programa TopIsoThenOrt com rácio de
5:1
Figura 4.6: Resultados apresentados em [6] e obtidos pelos programas TopOrt e TopIsoThe-
nOrt para Ex : Ey de 5:1.
Tabela 4.2: Comparação de resultados para material ortotrópico
Programa Ex : Ey [P a] Flexibilidade [
m
N ] Iteração Tempo [s]
Resultados [6] 5:1 22,54 150 2379
TopOrt 5:1 20,54 512 834
TopIsoThenOrt 5:1 20,61 217 103
Resultados [6] 10:1 12,06 169 2224
TopOrt 10:1 10,36 704 1026
TopIsoThenOrt 10:1 10,39 245 124
Os resultados obtidos pelos programas TopOrt e TopIsoThenOrt para este exemplo são
muito semelhantes. A utilização de material ortotrópico não altera significativamente a
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a Resultados Hoglund para rácio de 10:1
b Densidades de TopOrt com rácio de 10:1
c Orientação da direção principal do material para o programa TopOrt com rácio de 10:1
d Densidades de TopIsoThenOrt com rácio de 10:1
e Orientação da direção principal do material para o programa TopIsoThenOrt com rácio de
10:1
Figura 4.7: Resultados apresentados em [6] e obtidos pelos programas TopOrt e TopIsoThe-
nOrt para Ex : Ey de 10:1.
distribuição de material no espaço. Os resultados apresentados por Hoglund são ligeira-
mente piores em termos de flexibilidade. A diferença mais significativa é no tempo de
cálculo, que deveria ser semelhante visto que ambos utilizam metodologias análogas para
resolver o problema de OT. O programa TopOrt consegue reduzir o tempo de cálculo em
65% por comparação com Hoglund para Ex : Ey de 5:1 e em 54% para Ex : Ey de 10:1.
Comparando os tempos despendidos pelo TopIsoThenOrt e TopOrt pode-se concluir que
o primeiro é substancialmente mais rápido, conseguindo obter resultados praticamente
idênticos em 12% do tempo despendido pelo segundo para qualquer uma das razões
Ex : Ey . Analisando os resultados da tabela constata-se que o número de iterações e o
tempo de cálculo aumentam quando aumenta o grau de ortotropia.
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4.2.2 Problema Michell Truss para material ortotrópico
O outro exemplo também clássico em OT é conhecido por Michell Truss [2], [6]. Nesta





sendo Lx e Ly as dimensões do domínio representado na figura 4.8. A força é aplicada
centrada em (
Ly
2 ,Lx). Tal como para o exemplo anterior consideraram-se os dois quocientes
Ex : Ey de 5:1 e 10:1. Os resultados numéricos são apresentados na tabela 4.3. A figura 4.9
apresenta a distribuição de densidades e a orientação do material apresentada em [6], e a
obtida pelos programas TopOrt e TopIsoThenOrt utilizando rácio Ex : Ey de 5:1. A figura
4.10 apresenta os mesmos resultados para o rácio Ex : Ey de 10:1.
Figura 4.8: Domínio e carregamento para o exemplo Michell Truss, com força aplicada de
1 N
Tabela 4.3: Comparação de resultados para o exemplo Michell Truss com resultados apre-
sentados em [6]
Programa Ex : Ey [P a] Flexibilidade [
m
N ] Iteração Tempo [s]
Resultados [6] 5:1 265,36 197 2572
TopOrt 5:1 112,0896 148 238
TopIsoThenOrt 5:1 116,0385 142 64
Resultados [6] 10:1 112,79 186 2572
TopOrt 10:1 56,6247 312 479
TopIsoThenOrt 10:1 58,1559 136 62
Os resultados apresentados por Hoglund são muito diferentes em termos de flexibili-
dade, contudo a distribuição e orientação de material são muito semelhantes aos obtidos
pelos programas desenvolvidos. O valor da flexibilidade apresentado por Hoglund para o
rácio 10:1 é muito semelhante ao obtido pelo programa TopOrt para o rácio 5:1, podendo
eventualmente existir uma incorreção na apresentação destes resultados por parte deste
autor. As diferenças nos tempos de cálculo são muito grandes quando se comparam os
tempos apresentados por Hoglund e os obtidos pelo TopOrt ou quando se comparam os
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a Resultados Hoglund para rácio de 5:1
b Densidades de TopOrt com rácio de 5:1 c Orientação do material de TopOrt com rá-
cio de 5:1
d Densidades de TopIsoThenOrt com rácio
de 5:1
e Orientação do material de TopIsoThenOrt
com rácio de 5:1
Figura 4.9: Resultados dos programas TopOrt e TopIsoThenOrt para rácio de 5:1
tempos obtidos por TopOrt e TopIsoThenOrt. A diferença de tempos para Hoglund pode
significar que a implementação das metodologias de OT por este autor não é tão eficiente.
O TopIsoThenOrt obtém a solução ótima em 20,6% do tempo para a razão 5:1 e em 11,7%
do tempo para a razão 10:1 para o mesmo problema resolvido com o TopOrt. Neste pro-
blema não se notaram dificuldades de convergência, tendo o algoritmo convergido para a
solução ótima sem atingir o número máximo de iterações, fixado em 2000. A figura 4.11
apresenta o valor da variação máxima entre iterações das variáveis de projeto ρ e θ em
função do número de iterações entre os programas TopOrt e TopIsoThenOrt.
Os resultados obtidos pelos programas TopOrt e TopIsoThenOrt são semelhantes como
no exemplo anterior, no entanto o valor numérico das flexibilidades calculadas, já não é
tão semelhante. Isto poderá dever-se ao facto de, no exemplo Michell Truss a utilização de
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a Resultados Hoglund para rácio de 10:1
b Densidades de TopOrt com rácio de 10:1 c Orientação do material de TopOrt com rá-
cio de 10:1
d Densidades de TopIsoThenOrt com rácio
de 10:1
e Orientação do material de TopIsoThenOrt
com rácio de 10:1
Figura 4.10: Resultados TopOrt e TopIsoThenOrt para 10:1
material isotrópico ou ortotrópico não produzir exatamente a mesma disposição e orien-
tação junto aos apoios. As diferenças de flexibilidade são de 3,5% e 2,7% respetivamente
para Ex : Ey de 5:1 e de 10:1 o que não é muito significativo.
A figura 4.12 representa a disposição final da orientação do material e a direção e
módulo das tensões principais nos elementos. Verifica-se que as zonas onde a OT criou
estruturas semelhantes a barras encontram-se em estado de tensão uniaxial. A primeira
direção principal, representada a verde, alinha-se com a orientação da direção principal
do material, e não existe tensão na segunda direção. No entanto nas regiões de ligação
destas barras, especialmente na vizinhança dos apoios, a segunda tensão principal já não é
desprezável. A figura 4.13 apresenta esta região com mais detalhe. Verifica-se que grande
parte dos módulos das duas tensões principais são praticamente idênticos, o que sugere
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que estes elementos estão sujeitos a carregamentos mais complexos, como corte, tensão
biaxial, ou uma combinação de ambos.
Como mencionado na secção 3.7 e representado na figura 3.7, estes esquemas de car-
regamento criam mínimos locais na função de flexibilidade e dificultam a convergência
no ponto ótimo global. O aparecimento de regiões onde as duas tensões principais têm
valores semelhantes em módulo poderá sugerir que o material se deverá orientar de forma
a gerar um material "quase isotrópico", como ocorreu na região central da figura 3.14d,
solução para o problema descrito na figura 3.8. Na figura 4.14 os mesmos resultados
são apresentados com a opção de representação da orientação das tensões ativa. Aqui a
orientação da direção principal do material cria um padrão com os elementos vizinhos na
região que forma o material "quase isotrópico" mencionado. Este padrão faz com que for-
ças na orientação da reta Y = X sejam apenas suportadas pelos elementos que também se
orientam nesta direção, enquanto que os elementos desfasados em 90◦ suportam as forças
de direção da reta Y = −X. Este comportamento resulta numa segunda tensão principal
pouco expressiva na direção menos resistente do material ortotrópico, mostrando um
carregamento de tração uniaxial para cada elemento individual, apesar de toda a região
estar sujeita a tração biaxial.
4.3 Comparação da flexibilidade entre materiais isotrópicos e
ortotrópicos
A criação de sub-estruturas semelhantes a barras, pela OT, e o estado de tração uniaxial a
elas associado, sugerem que a utilização de um material ortotrópico corretamente orien-
tado resultará numa estrutura de maior rigidez. No exemplo seguinte, o problema MBB
Beam representado na figura 4.5 foi novamente resolvido utilizando o programa TopOrt,
desta vez com malha de dimensão 60 por 10 e raio de filtro de 1,5. Todos os restantes
parâmetros foram mantidos. O problema foi resolvido com três propriedades de material
distintas: material isotrópico com E = 2,5 Pa e ν = 0,3, material ortotrópico com rácio
Ex : Ey = 5 : 1 e νxy = 0,3 mantendo a orientação θ a 0◦ e finalmente com este mesmo
material ortotrópico, mas com θ otimizado. Estas propriedades de material isotrópico
foram escolhidas para representar a rigidez do material ortotrópico descrito se este se ori-
entasse num padrão "quase-isotrópico". A figura 4.15 representa graficamente as soluções
obtidas.
Na tabela 4.4 são apresentados os resultados numéricos. Como esperado, a utilização
de material ortotrópico parece aumentar a rigidez da estrutura, quando comparado com
o material isotrópico equivalente. A otimização do ângulo permite orientar as fibras na
direção das barras não horizontais aumentando igualmente a rigidez da estrutura obtida.
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Tabela 4.4: Resultados obtidos para problema da figura 4.5 com o programa TopOrt para
material isotrópico e ortotrópico
Material Flexibilidade [mN ] Iterações Tempo [s]
Isotrópico 2,5:2,5 45,3571 119 48
Ortotrópico 5:1
Orientação a 0◦ 27,2853 83 29
Ortotrópico 5:1 22,7759 94 35
4.4 Influência de constrangimentos da orientação do material
na solução encontrada pelos programas TopOrt e
TopIsoThenOrt
Apesar do programa TopIsoThenOrt oferecer grandes vantagens no tempo de otimização
e na estabilidade das soluções entre iterações, este programa depende da suposição de
que a distribuição do material é a mesma independentemente do grau de ortotropia do
material utilizado. Apesar desta suposição parecer válida nos problemas estudados, um
constrangimento suficientemente significativo na rotação do material θ poderá invalidar
esta simplificação. Para estudar esta situação, o problema Michell Truss apresentado na
figura 4.8 é novamente calculado para os dois programas com material com rácio 5:1, no
entanto, o ângulo θ apenas pode variar entre o valor mínimo de 85◦ e o valor máximo de
90◦, em relação ao eixo global X. Todos restantes parâmetros foram mantidos. A figura
4.16 representa graficamente as soluções ótimas encontradas.
Como esperado, os dois programas apresentam resultados bastante diferentes para a
distribuição de material. O programa TopOrt, que tem em consideração a rotação θ do ma-
terial, criou uma estrutura que procura tirar o maior proveito das limitações impostas em
θ, sacrificando a simetria da solução. Já o programa TopIsoThenOrt manteve a distribuição
de ρ obtida, variando θ dentro da limitação imposta. Os resultados da flexibilidade para
os dois casos podem ser consultados na tabela 4.5.
Tabela 4.5: Resultados obtidos para problema Michell Truss 4.8, com os programas TopOrt
e TopIsoThenOrt com θ constrangido entre 85◦ e 90◦.
Programa Flexibilidade [mN ] Iterações Tempo [s]
TopOrt 167,0410 407 732
TopIsoThenOrt 172,5590 130 57
Estes valores confirmam que a rigidez da estrutura obtida pelo programa TopOrt
é maior que a obtida pelo programa TopIsothenOrt, que obteve resultados 3,3% piores.
Apesar da diferença de rigidez não ser muito expressiva para este caso, é possível que a
diferença dos resultados obtidos entre os dois programas aumente para outros domínios e
carregamentos. Esta observação permite concluir que o programa TopIsoThenOrt poderá
não convergir para a solução ótima global quando θ é constrangido.
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NA SOLUÇÃO ENCONTRADA PELOS PROGRAMAS TOPORT E TOPISOTHENORT
a Convergência da resolução do problema Michell Truss para o programa TopOrt com rácio Ex : Ey de 5:1
b Convergência da resolução do problema Michell Truss para o programa TopIsoThenOrt com rácio Ex : Ey de 5:1
c Convergência da resolução do problema Michell Truss para o programa TopOrt com rácio rácio Ex : Ey de 10:1
d Convergência da resolução do problema Michell Truss para o programa TopIsoThenOrt com rácio Ex : Ey de 10:1
Figura 4.11: Convergência da densidade para os programas desenvolvidos para o pro-
blema Michell Truss
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a Resultados do programa TopOrt
b Resultados do programa TopIsoThenOrt
Figura 4.12: Orientação do material e direções principais das tensões para o problema
Michell Truss com rácio Ex : Ey de 10:1
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a Resultados do programa TopOrt
b Resultados do programa TopIsoThenOrt
Figura 4.13: Orientação do material e direções principais das tensões na região dos apoios
para o problema Michell Truss com rácio Ex : Ey de 10:1.
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Figura 4.14: Representação do módulo e direção das tensões para os resultados obtidos
na figura 3.14d
•
a Distribuição de densidade com rácio Ex :
Ey de 1:1
b Distribuição de densidade com rácio Ex :
Ey de 5:1 e orientação de material fixa a 0◦.
c Distribuição de densidade com rácio Ex :
Ey de 5:1
d orientação do material com rácio Ex : Ey
de 5:1 não constrangido
Figura 4.15: Comparação de resultados para o exemplo MBB Beam, utilizando diferentes
propriedades e orientações de material.
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NA SOLUÇÃO ENCONTRADA PELOS PROGRAMAS TOPORT E TOPISOTHENORT
a Distribuição de densidade para o pro-
grama TopOrt.
b Orientação do material para o pro-
grama TopOrt.
c Distribuição de densidade para o pro-
grama TopIsoThenOrt.
d Orientação do material para o pro-
grama TopIsoThenOrt.
Figura 4.16: Densidade e orientação do material ótimas para o problema Michell Truss
representado na figura 4.8, com os programas TopOrt e TopIsoThenOrt com θ constrangido












Conclusão e trabalho futuro
A fabricação por impressão 3D de polímeros reforçados com fibras permite criar estru-
turas leves e de elevada resistência mecânica, possibilitando elevados ganhos tanto na
rigidez das peças como na sua resistência por comparação com a aplicação de polímeros
não reforçados. Devido ao comportamento ortotrópico apresentado por estes materiais, o
projeto de componentes fabricados com polímeros reforçados requer que se defina a ori-
entação dos feixes de fibras, que poderá ser variável de ponto para ponto no componente.
A otimização de topologia pode dar um contributo significativo para o projeto de
peças ou componentes fabricados com este tipo de materiais, apresentando-se neste tra-
balho uma metodologia para realizar a otimização de topologia de componentes planos
construídos com materiais ortotrópicos. Para além da definição da densidade ótima, será
também obtida a orientação ótima dos eixos principais do material em cada elemento do
domínio.
Os algoritmos de OT são desenvolvidos em linguagem MATLAB e utilizam o método
CFAO, que é uma generalização a materiais ortotrópicos do método SIMP, para encontrar
valores de densidade e orientação de material que maximizam a rigidez da estrutura. O
algoritmo MMA é utilizado para efetuar a otimização não linear constrangida.
Os resultados apresentados permitem concluir que os dois programas TopOrt e TopI-
soThenOrt produzem boas soluções para os problemas estudados, quando se comparam
as distribuições e orientações do material com os resultados apresentados por Hoglund
[6] e quando a orientação do material não é constrangida. O programa TopOrt resolve o
problema de OT para material ortotrópico otimizando simultaneamente a densidade e
a orientação do material. O programa TopIsoThenOrt aproxima esta metodologia reali-
zando primeiro a OT com a variável densidade, e em seguida procurando obter a melhor
orientação para o material com a distribuição de densidades fixa no espaço. Observando
os exemplos realizados, parece poder constatar-se que a diferença na flexibilidade obtida
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não é muito significativa, enquanto que o tempo despendido na otimização é substan-
cialmente menor. No entanto se a orientação de material for constrangida, apenas os
resultados obtidos pelo programa TopOrt são válidos. A redução a material isotrópico uti-
lizando o algoritmo CFAO produz os mesmos resultados que a implementação do método
SIMP top88. Os resultados confirmam também as conclusões publicadas por Hoglund [6]
de que a rigidez das estruturas obtidas aumenta com a utilização de material ortotrópico
e quando a orientação deste material é otimizada.
5.1 Trabalho futuro
Propõe-se como trabalho futuro implementar a ligação entre os programas desenvolvidos
e o software de impressão 3D de forma a imprimir fibras nas direções propostas pelos pro-
gramas de forma expedita. Este programa deverá ter em consideração as várias camadas
de impressão na interpretação dos resultados produzidos por OT. Outra possibilidade
poderá ser considerar os constrangimentos de construção de camadas, bem como os cons-
trangimentos associados ao caminho de impressão nos programas de OT desenvolvidos.
O método MMA utilizado permitirá introduzir constrangimentos facilmente, no entanto
a parametrização destes mesmos constrangimentos não parece ser fácil. Se estes cons-
trangimentos forem introduzidos, deverão ser estudados os seus impactos no programa
TopIsoThenOrt, que poderá já não oferecer bons resultados. Propõe-se também o estudo de
um método adicional, que permita a variação do grau de ortotropia do material, tornando












= Vf rac, KU = F, 0 ≤ ρ ≤ 1,
Exe +Eye = Emax, 1 ≤ Ex ≤ Emax − 1, 1 ≤ Ey ≤
Emax
2
Aqui Exe e Exe correspondem aos módulos de Young das direções principais do ma-
terial para cada elemento, e Emax o rácio máximo Ex : Ey possível. Este método poderá
oferecer melhores resultados nas zonas de "quase isotropia" encontradas em alguns dos re-
sultados apresentados. Este material de ortotropia variável poderá ser aproximadamente
obtido por fabricação aditiva desfasando em 90◦ a orientação do material entre as várias
camadas de impressão, com um rácio de camadas desfasadas de forma a obter o grau de
ortotropia calculado pela OT.
Os programas desenvolvidos poderão também ser expandidos para três dimensões,
permitindo a otimização de estruturas que não estejam apenas sujeitas ao estado plano
de tensão assumido nas implementações efetuadas. Isto poderá no entanto resultar em
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tempos de cálculo excessivos para o uso da linguagem MATLAB, propondo-se por isso
o uso de ferramentas de paralelização e linguagens mais poderosas como a biblioteca
PETSc para linguagem C++, detalhadamente descrita em [15]. Esta biblioteca foi utilizada
para uma implementação do método SIMP em 3 dimensões para um elevado número de
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Programa de elementos finitos
1
2 function [U,C]=FEM_PLANE(nelx,nely)
3 %% MATERIAL PROPERTIES
4 Ex = 5;
5 Ey = 1;
6 vxy=0.3;
7 vyx =(Ey*vxy)/Ex;
8 Gxy = Ex/(2*(1+vxy));
9 Emin = 1e-9;
10 penal=1;
11 %
12 %% PREPARE FINITE ELEMENT ANALYSIS
13 %2D orthotropic elasticity matrix
14 C(1,1:3) = [ (Ex/(1-vxy*vyx)) , (Ex*vyx)/(1-vxy*vyx) , 0 ];
15 C(2,1:3) = [ (Ey*vxy)/(1-vxy*vyx) , (Ey/(1-vxy*vyx)) , 0 ];
16 C(3,1:3) = [ 0 , 0 , Gxy ];
17 %
18 w = [1,1]; %Gauss weights
19 p_w = [sqrt(3)/3 -sqrt(3)/3]; %Gauss points positions
20 %
21 %% DEFINE LOADS AND SUPPORTS
22 LoadsAndSupports;
23 %
24 %% INITIALIZE ITERATION




29 %% 4POINT GAUSS INTEGRATION OF THE STIFFNESS MATRIX AND ASSEMBLY
30 ntriplets = nelx*nely*8;
31 n=2*(nelx+1)*(nely+1);
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32 I = zeros(ntriplets, 1) ;
33 J = zeros(ntriplets, 1) ;
34 X = zeros(ntriplets, 1) ;
35 ntriplets = 0 ;
36 for EleX =1:nelx
37 for EleY = 1:nely
38 KE =zeros(8);
39 %
40 T(1,1:3) = [ cos(Q(EleY,EleX))^2 , sin(Q(EleY,EleX))^2 , 2*cos(Q(EleY,EleX))*
↪→ sin(Q(EleY,EleX)) ];
41 T(2,1:3) = [ sin(Q(EleY,EleX))^2 , cos(Q(EleY,EleX))^2 , -2*cos(Q(EleY,EleX))*
↪→ sin(Q(EleY,EleX)) ];
42 T(3,1:3) = [ -cos(Q(EleY,EleX))*sin(Q(EleY,EleX)) , cos(Q(EleY,EleX))*sin(Q(
↪→ EleY,EleX)) , (cos(Q(EleY,EleX))^2 - sin(Q(EleY,EleX))^2)];
43 %
44 C1 = (T^-1)*C*((T^-1)’);
45 for i = 1:2
46 xi = p_w(i);
47 for j =1:2
48 eta = p_w(j);
49 %
50 B(1,1:8) = 0.25*[ -(1-eta) , 0 , (1-eta) , 0 , (1+eta) , 0 , -(1+eta) ,
↪→ 0 ];
51 B(2,1:8) = 0.25*[ 0 , -(1-xi) , 0 , -(1+xi) , 0 , (1+xi) , 0 , (1-xi) ];
52 B(3,1:8) = 0.25*[ -(1-xi) , -(1-eta) , -(1+xi) , (1-eta) , (1+xi) , (1+
↪→ eta) , (1-xi) , -(1+eta) ];
53 %










64 No = NodeFinder2D((1:4)’,nelx,nely,EleX,EleY);
65 No=reshape(No’,8,1);
66 fee=Emin+x(EleY,EleX).^penal*(1-Emin);
67 for i =1:8
68 for j=1:8
69 ntriplets = ntriplets + 1 ;
70 I(ntriplets) = No(i,1) ;
71 J(ntriplets) = No(j,1) ;






77 K = sparse(I,J,X,n,n) ;
78 %% FE-SOLVE
79 U(freedofs) = K(freedofs,freedofs)\F(freedofs);
80
81 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
82 % This Matlab code was written by S. Inácio, %




87 % Disclaimer: %
88 % The author reserves all rights but does not guaranty that the code is %
89 % free from errors. Furthermore, I shall not be liable in any event %
90 % caused by the use of the program. %
91 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%








8 EleA2 = NodeFinder2D(2,nelx,nely,1,1);
9 %




14 alldofs = 1:2*(nely+1)*(nelx+1);
15 %
16 freedofs = setdiff(alldofs,fixeddofs);
17 U=zeros(2*(nelx+1)*(nely+1),1);
18 %
19 % force location
20 EleF1 = NodeFinder2D(3,nelx,nely,1,1);
21 %
22 % apply force
23 %
24 F = sparse(2*(nelx+1)*(nely+1),1);














2 %%%% AN ORTHOTROPIC TOPOLOGY OPTIMIZATION CODE May, 2017 %%%%
3 %A Fast Example
4 %[x,Q,dc,dc_dQ]=TopOrt(36,12,0.5,3,1.2,1);
5 function [x,Q,dc,dc_dQ]=TopOrt(nelx,nely,volfrac,penal,rmin,drawPrimeTensileDirections)
6 tic % start timer
7 close all;
8 figure(1); title(’Density distribution’); hold on;
9 figure(2); title(’Material orientation’); hold on;
10 figure(3); title(’Convergence rate’); hold on;
11 %% MATERIAL PROPERTIES
12 Ex = 10;
13 Ey = 1;
14 vxy = 0.36;
15 vyx = (Ey*vxy)/Ex;
16 Gxy = Ex/(2*(1+vxy));
17 Emin = 1e-9;
18 %
19 %% PREPARE FINITE ELEMENT ANALYSIS
20 %2D orthotropic elasticity matrix
21 C(1,1:3) = [ (Ex/(1-vxy*vyx)) , (Ex*vyx)/(1-vxy*vyx) , 0 ];
22 C(2,1:3) = [ (Ey*vxy)/(1-vxy*vyx) , (Ey/(1-vxy*vyx)) , 0 ];
23 C(3,1:3) = [ 0 , 0 , Gxy ];
24 %
25 w = [1,1]; %Gauss weights
26 p_w = [sqrt(3)/3 -sqrt(3)/3]; %Gauss points positions
27 %
28 %% DEFINE LOADS AND SUPPORTS
29 LoadsAndSupports; %problem to solve in a separate script
30 %
31 %% PREPARE FILTER
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32 iH = ones(nelx*nely*(2*(ceil(rmin)-1)+1)^2,1);
33 jH = ones(size(iH));
34 sH = zeros(size(iH));
35 k = 0;
36 for i1 = 1:nelx
37 for j1 = 1:nely
38 e1 = (i1-1)*nely+j1;
39 for i2 = max(i1-(ceil(rmin)-1),1):min(i1+(ceil(rmin)-1),nelx)
40 for j2 = max(j1-(ceil(rmin)-1),1):min(j1+(ceil(rmin)-1),nely)
41 e2 = (i2-1)*nely+j2;
42 k = k+1;
43 iH(k) = e1;
44 jH(k) = e2;





50 H = sparse(iH,jH,sH);
51 Hs = sum(H,2);
52 %
53 %% DEFINE CONSTANTS FOR MMA OPTIMIZATION ALGORITHM
54 xQ_low = -10*ones(2*nelx*nely,1);
55 xQ_upp = 10*ones(2*nelx*nely,1);
56 xQ_a = 0;
57 xQ_a0 = 1;
58 xQ_c = 1e4;
59 xQ_d = 0;
60 %
61 %density - stored in the firt half of the vector xQ
62 xQ_old1(1:nelx*nely,1) = volfrac*ones(nelx*nely,1);
63 xQ_old2(1:nelx*nely,1) = volfrac*ones(nelx*nely,1);
64 xQ_min(1:nelx*nely,1) = 0*ones(nelx*nely,1);
65 xQ_max(1:nelx*nely,1) = ones(nelx*nely,1);
66 %
67 %angle teta - stored in the second half of the vector xQ
68 xQ_old1(nelx*nely+1:2*nelx*nely,1) = zeros(nelx*nely,1);
69 xQ_old2(nelx*nely+1:2*nelx*nely,1) = zeros(nelx*nely,1);
70 % xQ_min(nelx*nely+1:2*nelx*nely,1) = -(pi)*ones(nelx*nely,1);
71 %xQ_max(nelx*nely+1:2*nelx*nely,1) = (pi)*ones(nelx*nely,1);
72 xQ_min(nelx*nely+1:2*nelx*nely,1) = (pi/2-pi/12)*ones(nelx*nely,1);
73 xQ_max(nelx*nely+1:2*nelx*nely,1) = (pi/2)*ones(nelx*nely,1);
74 %
75
76 %% INITIALIZE ITERATION
77 x = repmat(volfrac,nely,nelx);
78 %Q = (pi/2)*ones(nely,nelx);
79 Q = (pi/4)*ones(nely,nelx);
80 loop = 0;
81 changeX = 1;
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82 changeQ = 1;
83 %
84 %% START ITERATION
85 while (changeX > 0.01||changeQ > 0.5) && loop < 2000%degrees
86 loop = loop + 1;
87 %% 4POINT GAUSS INTEGRATION OF THE STIFFNESS MATRIX AND ASSEMBLY
88 ntriplets = nelx*nely*8;
89 n = 2*(nelx+1)*(nely+1);
90 I = zeros(ntriplets, 1) ;
91 J = zeros(ntriplets, 1) ;
92 X = zeros(ntriplets, 1) ;
93 ntriplets = 0 ;
94 for EleX = 1:nelx
95 for EleY = 1:nely
96 KE = zeros(8);
97 T = T_Matrix(Q(EleY,EleX));
98 C1 = (T)\C*((T\(eye(3)))’);
99 C1 = fix( C1*1e14)/1e14;
100 for i = 1:2
101 xi = p_w(i);
102 for j = 1:2
103 eta = p_w(j);
104 B = B_Matrix(xi,eta);
105 KE = KE + (B’*C1*B*w(i)*w(j));
106 end
107 end
108 KE = (KE+KE’)/2;
109 Eno = zeros(4,2);
110 Eno(1,1:2) = 1:2;
111 Eno(2,1:2) = 3:4;
112 Eno(3,1:2) = 5:6;
113 Eno(4,1:2) = 7:8;
114 Eno = reshape(Eno’,8,1);
115 No = NodeFinder2D((1:4)’,nelx,nely,EleX,EleY);
116 No = reshape(No’,8,1);
117 fee = Emin+x(EleY,EleX).^penal*(1-Emin);
118 for i = 1:8
119 for j = 1:8
120 ntriplets = ntriplets + 1 ;
121 I(ntriplets) = No(i,1) ;
122 J(ntriplets) = No(j,1) ;





128 K = sparse(I,J,X,n,n) ;
129 %% FE-SOLVE
130 U(freedofs) = K(freedofs,freedofs)\F(freedofs);
131 %% OBJECTIVE FUNCTION
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132 c = U’*K*U;
133 %% SENSITIVITY ANALYSIS
134 dc = zeros(nely,nelx);
135 for EleX = 1:nelx
136 for EleY = 1:nely
137 KE = zeros(8);
138 T = T_Matrix(Q(EleY,EleX));
139 C1 = (T)\C*((T\(eye(3)))’);
140 C1 = fix( C1*1e14)/1e14; %eliminates noise of the last digid
141 for i = 1:2
142 xi = p_w(i);
143 for j =1:2
144 eta = p_w(j);
145 B = B_Matrix(xi,eta);
146 KE = KE + (B’*C1*B*w(i)*w(j));
147 end
148 end
149 KE = (KE+KE’)/2;
150 No = NodeFinder2D((1:4)’,nelx,nely,EleX,EleY);
151 No = reshape(No’,8,1);
152 U_ele(1:8,1) = U(No);




157 dv_dx = 1/(volfrac*nelx*nely)*ones(nely,nelx);
158 %% 4POINT GAUSS INTEGRATION FOR GRADIENT DC_DTETA
159 dc_dQ = zeros(nely,nelx);
160 for EleX = 1:nelx
161 for EleY = 1:nely
162 dc_dQ_it = 0;
163 T = T_Matrix(Q(EleY,EleX));
164 d_invT_dQ = Delta_invT_Matrix(Q(EleY,EleX));
165 d_trans_inv_T_dQ = Delta_trans_invT_Matrix(Q(EleY,EleX));
166
167 for i = 1:2
168 xi = p_w(i);
169 for j = 1:2
170 eta = p_w(j);
171 B = B_Matrix(xi,eta);
172 dc_dQ_it = dc_dQ_it + w(i)*w(j)*(B’)*(d_invT_dQ*C*(eye(3)/(T)’)+T\C*
↪→ d_trans_inv_T_dQ)*B;
173 dc_dQ_it = fix(dc_dQ_it*1e14)/1e14;
174 end
175 end
176 %retrieves a displacement sub-matrix for a given element, from the global
↪→ displacement (u) matrix
177 No = NodeFinder2D((1:4)’,nelx,nely,EleX,EleY);
178 No = reshape(No’,8,1);
179 U_ele(1:8,1) = U(No);
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185 %% FILTERING/MODIFICATION OF SENSITIVITIES
186 dc(:) = H*(x(:).*dc(:))./Hs./max(1e-3,x(:));
187 %% OPTIMALITY CRITERIA UPDATE OF DESIGN VARIABLES
188 %join density in MMA imput variables xQ
189 xQ(1:nelx*nely,1) = reshape(x,nelx*nely,1);
190 dc_xQ(1:nelx*nely,1) = reshape(dc,nelx*nely,1);
191 dv_xQ(1:nelx*nely,1) = reshape(dv_dx,nelx*nely,1);
192 %
193 %join teta in MMA imput variables xQ
194 Q_vec = reshape(Q,nely*nelx,1);
195 xQ(nelx*nely+1:2*nelx*nely,1) = Q_vec;
196 dc_xQ(nelx*nely+1:2*nelx*nely,1) = reshape(dc_dQ,nely*nelx,1);
197 dv_xQ(nelx*nely+1:2*nelx*nely,1) = zeros(nelx*nely,1);
198 %
199 constraint = sum(x(:))/(volfrac*nelx*nely) - 1;
200 [xQmma,~,~,~,~,~,~,~,~,xQ_low,xQ_upp] = ...
201 mmasub(1,2*nelx*nely,loop,xQ,xQ_min,xQ_max,xQ_old1,xQ_old2, ...
202 c,dc_xQ,0*dc_xQ,constraint,dv_xQ’,0,xQ_low,xQ_upp,xQ_a0,xQ_a,xQ_c,xQ_d);
203 % ROTATE TETA TO AVOID ARTIFICIAL BOUND LIMIT LOCAL MINIMUM
204 for Ele = 1:nelx*nely
205 if xQmma(nelx*nely+Ele,1) < -(pi/2)
206 xQmma(nelx*nely+Ele,1) = xQmma(nelx*nely+Ele,1)+(pi);
207 xQ_old1(nelx*nely+Ele,1) = xQmma(nelx*nely+Ele,1)+(pi);
208 xQ_old2(nelx*nely+Ele,1) = xQmma(nelx*nely+Ele,1)+(pi);
209 Q_vec(Ele,1) = Q_vec(Ele,1)+pi;
210 Q(Ele) = Q(Ele) + pi;
211
212 end
213 if xQmma(nelx*nely+Ele,1) > (pi/2)
214 xQmma(nelx*nely+Ele,1) = xQmma(nelx*nely+Ele,1)-(pi);
215 xQ_old1(nelx*nely+Ele,1) = xQ_old1(nelx*nely+Ele,1)-(pi);
216 xQ_old2(nelx*nely+Ele,1) = xQ_old2(nelx*nely+Ele,1)-(pi);
217 Q_vec(Ele,1) = Q_vec(Ele,1)-pi;




222 %update previous iteration variables
223 xQ_old2 = xQ_old1;
224 xQ_old1 = xQ;
225 %update design variables
226 xnew = reshape(xQmma(1:nelx*nely,1),nely,nelx);
227 Q_old = xQ_old1(nelx*nely+1:2*nelx*nely,1);
228 Qnew = reshape(xQmma(nelx*nely+1:2*nelx*nely),nely,nelx);
229 %% CHANGE CHECK AND VARIABLES UPDATE
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230 Q_rel = [];
231 for Ele = 1:nelx*nely
232 if x(Ele) >= 0.5;
233 Q_rel = union(Q_rel,Ele);
234 end
235 end
236 size_Q_rel = size(Q_rel);
237 if size_Q_rel(1,1) == 0
238 Q_rel = (1:nelx*nely);
239 end
240 changeQ = 180/pi*max(max(abs(Qnew(Q_rel)-Q(Q_rel))));
241 changeX = max(abs(xnew(:)-x(:)));
242 x = xnew;
243 Q = Qnew;
244 %% PRINT RESULTS
245 fprintf(’ It.:%5i Obj.:%11.4f Vol.:%7.3f changeX.:%7.3f changeQ.:%7.2f degrees \n’,
↪→ loop,c, ...
246 mean(x(:)),changeX,changeQ);
247 %% PLOT RESULTS
248 figure(3);
249 subplot(2,1,1);
250 plot(loop,changeX,’b.’); hold on; title(’Density distribution convergence’);
251 subplot(2,1,2);
252 plot(loop,changeQ,’r.’);hold on; title(’Material orientation convergence’); drawnow;
253 end
254 %% FINAL RESULTS
255 Etime = toc; %stop timer and break it in hours, minutes and seconds
256 time_hours = floor(Etime/3600);
257 time_min = floor(Etime/60)-60*time_hours;
258 time_sec = Etime-60*time_min-3600*time_hours;
259 [c_true] = TrueComplaince(nelx,nely,x,Q,C); %complaince with no penalization
260 fprintf(’done!\n|%4i Iterations | unpenalized compliance: %6.4f | Volume: %1.3f |
↪→ Computation Time:%3.0fh %2.0fm %2.0fs | \n’,loop,c_true,mean(x(:)),time_hours,
↪→ time_min,time_sec);




264 if drawPrimeTensileDirections == 1





270 function T = T_Matrix(Q)
271 %transformation matrix
272 T(1,1:3) = [ cos(Q)^2 , sin(Q)^2 , 2*cos(Q)*sin(Q) ];
273 T(2,1:3) = [ sin(Q)^2 , cos(Q)^2 , -2*cos(Q)*sin(Q) ];
274 T(3,1:3) = [ -cos(Q)*sin(Q) , cos(Q)*sin(Q) , (cos(Q)^2 - sin(Q)^2) ];
275 end
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276 function B = B_Matrix(xi,eta)
277 %shape functions matrix
278 B(1,1:8) = 0.25*[ -(1-eta) , 0 , (1-eta) , 0 , (1+eta) , 0 , -(1+eta) , 0 ];
279 B(2,1:8) = 0.25*[ 0 , -(1-xi) , 0 , -(1+xi) , 0 , (1+xi) , 0 , (1-xi) ];
280 B(3,1:8) = 0.25*[ -(1-xi) , -(1-eta) , -(1+xi) , (1-eta) , (1+xi) , (1+eta) , (1-xi) ,
↪→ -(1+eta) ];
281 end
282 function d_invT_dQ = Delta_invT_Matrix(Q)
283 %derivative of the inversed transformation matrix
284 d_invT_dQ(1,1:3) = [ -2*cos(Q)*sin(Q) , 2*cos(Q)*sin(Q) , -2*cos(2*Q) ];
285 d_invT_dQ(2,1:3) = [ 2*cos(Q)*sin(Q) , -2*cos(Q)*sin(Q) , 2*cos(2*Q) ];
286 d_invT_dQ(3,1:3) = [ cos(2*Q) , -cos(2*Q) , -2*sin(2*Q) ];
287 end
288 function d_trans_inv_T_dQ = Delta_trans_invT_Matrix(Q)
289 %derivative of the transposed of the inversed transformation matrix
290 d_trans_inv_T_dQ(1,1:3) = [ -2*cos(Q)*sin(Q) , 2*cos(Q)*sin(Q) , cos(Q)^2-sin(Q)^2 ];
291 d_trans_inv_T_dQ(2,1:3) = [ 2*cos(Q)*sin(Q) , -2*cos(Q)*sin(Q) , sin(Q)^2-cos(Q)^2 ];
292 d_trans_inv_T_dQ(3,1:3) = [ 2*sin(Q)^2-2*cos(Q)^2 , 2*cos(Q)^2-2*sin(Q)^2 , -4*cos(Q)*sin
↪→ (Q) ];
293 end
294 function [ Prime1,Prime2,Norm1,Norm2 ] = PrimeDirections( nelx,nely,Q,C,U)
295 %get stress prime directions
296 p_w = [sqrt(3)/3 -sqrt(3)/3]; %Gauss points positions
297 Qnew = zeros(nely,nely);
298 Bnew = zeros(nely,nely);
299 Norm1 = zeros(nely,nely);
300 Norm2 = zeros(nely,nely);
301 for EleX =1:nelx
302 for EleY = 1:nely
303 ex_ele = 0;
304 No = NodeFinder2D((1:4)’,nelx,nely,EleX,EleY);
305 No=reshape(No’,8,1);
306 U_ele(1:8,1)=U(No);
307 T(1,1:3) = [ cos(Q(EleY,EleX))^2 , sin(Q(EleY,EleX))^2 , 2*cos(Q(EleY,EleX))*
↪→ sin(Q(EleY,EleX)) ];
308 T(2,1:3) = [ sin(Q(EleY,EleX))^2 , cos(Q(EleY,EleX))^2 , -2*cos(Q(EleY,EleX))*
↪→ sin(Q(EleY,EleX)) ];
309 T(3,1:3) = [ -cos(Q(EleY,EleX))*sin(Q(EleY,EleX)) , cos(Q(EleY,EleX))*sin(Q(
↪→ EleY,EleX)) , (cos(Q(EleY,EleX))^2 - sin(Q(EleY,EleX))^2)];
310 C1 = (T^-1)*C*((T^-1)’);
311 for i = 1:2
312 xi = p_w(i);
313 for j =1:2
314 eta = p_w(j);
315 %
316 B(1,1:8) = 0.25*[ -(1-eta) , 0 , (1-eta) , 0 , (1+eta) , 0 , -(1+eta) ,
↪→ 0 ];
317 B(2,1:8) = 0.25*[ 0 , -(1-xi) , 0 , -(1+xi) , 0 , (1+xi) , 0 , (1-xi) ];
318 B(3,1:8) = 0.25*[ -(1-xi) , -(1-eta) , -(1+xi) , (1-eta) , (1+xi) , (1+
↪→ eta) , (1-xi) , -(1+eta) ];
77








326 [Vec_M_ex_ele,Val_M_ex_ele] = eig(M_ex_ele);
327
328 if abs(Val_M_ex_ele(1,1)) >= abs(Val_M_ex_ele(2,2))
329 Qnew(EleY,EleX)=acos(Vec_M_ex_ele(1,1));
330 else
331 temp = Val_M_ex_ele(1,1);
332 Val_M_ex_ele(1,1) = Val_M_ex_ele(2,2);
333 Val_M_ex_ele(2,2) = temp;
334 Vec_M_ex_ele([1 2],:) = Vec_M_ex_ele([2 1],:);
335 Qnew(EleY,EleX)=acos(Vec_M_ex_ele(1,1));
336 end
337 Norm1(EleY,EleX) = abs(Val_M_ex_ele(1,1))/sqrt(Val_M_ex_ele(1,1)^2+Val_M_ex_ele
↪→ (2,2)^2);












349 if abs(aaaa(2,1)) > 0.000001 || abs(aaaa(1,1)) < abs(aaaa(2,2))
350 display(’warning’);
351 end




356 Prime1 = Qnew;
357 Prime2 = Bnew;
358 end
359
360 function [c] = TrueComplaince(nelx,nely,x,Q,C)
361 %returns complaince with no penalization
362 Emin = 1e-9;
363 w = [1,1]; %Gauss weights
364 p_w = [sqrt(3)/3 -sqrt(3)/3]; %Gauss points positions
365 penal = 1;
366 %
78
367 %% DEFINE LOADS AND SUPPORTS
368 LoadsAndSupports; %problem to solve in a separate script
369 %
370 %% 4POINT GAUSS INTEGRATION OF THE STIFFNESS MATRIX AND ASSEMBLY
371 ntriplets = nelx*nely*8;
372 n=2*(nelx+1)*(nely+1);
373 I = zeros(ntriplets, 1) ;
374 J = zeros(ntriplets, 1) ;
375 X = zeros(ntriplets, 1) ;
376 ntriplets = 0 ;
377 for EleX =1:nelx
378 for EleY = 1:nely
379 KE =zeros(8);
380 %
381 T(1,1:3) = [ cos(Q(EleY,EleX))^2 , sin(Q(EleY,EleX))^2 , 2*cos(Q(EleY,EleX))*
↪→ sin(Q(EleY,EleX)) ];
382 T(2,1:3) = [ sin(Q(EleY,EleX))^2 , cos(Q(EleY,EleX))^2 , -2*cos(Q(EleY,EleX))*
↪→ sin(Q(EleY,EleX)) ];
383 T(3,1:3) = [ -cos(Q(EleY,EleX))*sin(Q(EleY,EleX)) , cos(Q(EleY,EleX))*sin(Q(
↪→ EleY,EleX)) , (cos(Q(EleY,EleX))^2 - sin(Q(EleY,EleX))^2)];
384 %
385 C1 = (T)\C*((T\(eye(3)))’);
386 C1 = fix( C1*1e14)/1e14;
387 for i = 1:2
388 xi = p_w(i);
389 for j =1:2
390 eta = p_w(j);
391 %
392 B(1,1:8) = 0.25*[ -(1-eta) , 0 , (1-eta) , 0 , (1+eta) , 0 , -(1+eta) ,
↪→ 0 ];
393 B(2,1:8) = 0.25*[ 0 , -(1-xi) , 0 , -(1+xi) , 0 , (1+xi) , 0 , (1-xi) ];
394 B(3,1:8) = 0.25*[ -(1-xi) , -(1-eta) , -(1+xi) , (1-eta) , (1+xi) , (1+
↪→ eta) , (1-xi) , -(1+eta) ];
395 %










406 No = NodeFinder2D((1:4)’,nelx,nely,EleX,EleY);
407 No=reshape(No’,8,1);
408 fee=Emin+x(EleY,EleX).^penal*(1-Emin);
409 for i =1:8
410 for j=1:8
411 ntriplets = ntriplets + 1 ;
79
APÊNDICE D. PROGRAMA TOPORT
412 I(ntriplets) = No(i,1) ;
413 J(ntriplets) = No(j,1) ;





419 K = sparse(I,J,X,n,n) ;
420 %% FE-SOLVE
421 U(freedofs) = K(freedofs,freedofs)\F(freedofs);






428 % This Matlab code was written by S. Inácio, %
429 % University Nova de Lisboa - FCT-UNL, Based on the 88 LINE TOPOLOGY %
430 % OPTIMIZATION CODE Nov, 2010, by E. Andreassen, A. Clausen, M. %




435 % Disclaimer: %
436 % The author reserves all rights but does not guaranty that the code is %
437 % free from errors. Furthermore, I shall not be liable in any event %














2 function [x,Q] = TopIsoThenOrt(nelx,nely,volfrac,penal,rmin,drawPrimeTensileDirections)
3 close all;
4 figure(3); title(’Convergence Rate’);
5 [x,loop,TimeTop88] = top88MMA(nelx,nely,volfrac,penal,rmin,1);
6 [Q,C,U]=TopOrtAngle(x,nelx,nely,volfrac,penal,loop,TimeTop88);
7 if drawPrimeTensileDirections == 1









17 figure(1); title(’Density distribution’); hold on;
18 figure(2); title(’Material orientation’); hold on;
19 %% MATERIAL PROPERTIES
20 Ex = 10;
21 Ey = 1;
22 vxy = 0.36;
23 vyx = (Ey*vxy)/Ex;
24 Gxy = Ex/(2*(1+vxy));
25 Emin = 1e-9;
26 %
27 %% PREPARE FINITE ELEMENT ANALYSIS
28 %2D orthotropic elasticity matrix
29 C(1,1:3) = [ (Ex/(1-vxy*vyx)) , (Ex*vyx)/(1-vxy*vyx) , 0 ];
30 C(2,1:3) = [ (Ey*vxy)/(1-vxy*vyx) , (Ey/(1-vxy*vyx)) , 0 ];
31 C(3,1:3) = [ 0 , 0 , Gxy ];
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32 w = [1,1]; %Gauss weights
33 p_w = [sqrt(3)/3 -sqrt(3)/3]; %Gauss points positions
34 %% DEFINE LOADS AND SUPPORTS
35 LoadsAndSupports; %problem to solve in a separate script
36 %








45 %angle teta - stored in the second half of the vector xQ
46 xQ_old1(1:nelx*nely,1) = zeros(nelx*nely,1);
47 xQ_old2(1:nelx*nely,1) = zeros(nelx*nely,1);
48 xQ_min(1:nelx*nely,1) = (-(pi))*ones(nelx*nely,1);
49 xQ_max(1:nelx*nely,1) = ((pi))*ones(nelx*nely,1);
50 %xQ_min(1:nelx*nely,1) = (pi/2-pi/12)*ones(nelx*nely,1);
51 %xQ_max(1:nelx*nely,1) = (pi/2)*ones(nelx*nely,1);
52 %
53 %% INITIALIZE INTERATION
54 Q = (pi/2)*ones(nely,nelx);
55 changeQ = 1;
56 %% START INTERATION
57 while changeQ > 0.5 %degrees
58 loop = loop + 1;
59 %% 4POINT GAUSS INTEGRATION OF THE STIFFNESS MATRIX AND ASSEMBLY
60 ntriplets = nelx*nely*8;
61 n=2*(nelx+1)*(nely+1);
62 I = zeros(ntriplets, 1) ;
63 J = zeros(ntriplets, 1) ;
64 X = zeros(ntriplets, 1) ;
65 ntriplets = 0 ;
66 for EleX =1:nelx
67 for EleY = 1:nely
68 KE =zeros(8);
69 %
70 T(1,1:3) = [ cos(Q(EleY,EleX))^2 , sin(Q(EleY,EleX))^2 , 2*cos(Q(EleY,EleX))*
↪→ sin(Q(EleY,EleX)) ];
71 T(2,1:3) = [ sin(Q(EleY,EleX))^2 , cos(Q(EleY,EleX))^2 , -2*cos(Q(EleY,EleX))*
↪→ sin(Q(EleY,EleX)) ];
72 T(3,1:3) = [ -cos(Q(EleY,EleX))*sin(Q(EleY,EleX)) , cos(Q(EleY,EleX))*sin(Q(
↪→ EleY,EleX)) , (cos(Q(EleY,EleX))^2 - sin(Q(EleY,EleX))^2)];
73 %
74 C1 = (T)\C*((T\(eye(3)))’);
75 C1 = fix( C1*1e14)/1e14;
76 for i = 1:2
77 xi = p_w(i);
78 for j =1:2
82
79 eta = p_w(j);
80 %
81 B(1,1:8) = 0.25*[ -(1-eta) , 0 , (1-eta) , 0 , (1+eta) , 0 , -(1+eta) ,
↪→ 0 ];
82 B(2,1:8) = 0.25*[ 0 , -(1-xi) , 0 , -(1+xi) , 0 , (1+xi) , 0 , (1-xi) ];
83 B(3,1:8) = 0.25*[ -(1-xi) , -(1-eta) , -(1+xi) , (1-eta) , (1+xi) , (1+
↪→ eta) , (1-xi) , -(1+eta) ];
84 %










95 No = NodeFinder2D((1:4)’,nelx,nely,EleX,EleY);
96 No=reshape(No’,8,1);
97 fee=Emin+x(EleY,EleX).^penal*(1-Emin);
98 for i =1:8
99 for j=1:8
100 ntriplets = ntriplets + 1 ;
101 I(ntriplets) = No(i,1) ;
102 J(ntriplets) = No(j,1) ;





108 K = sparse(I,J,X,n,n) ;
109 %% FE-SOLVE
110 U(freedofs) = K(freedofs,freedofs)\F(freedofs);
111 %% OBJECTIVE FUNCTION
112 c =U’*K*U;
113 %% 4POINT GAUSS INTEGRATION FOR GRADIENT DC_DTETA
114 dc_dQ=zeros(nely,nelx);
115 for EleX = 1:nelx
116 for EleY = 1:nely
117 dc_dQ_it=0;
118 %
119 T(1,1:3) = [ cos(Q(EleY,EleX))^2 , sin(Q(EleY,EleX))^2 , 2*cos(Q(EleY,EleX))*
↪→ sin(Q(EleY,EleX)) ];
120 T(2,1:3) = [ sin(Q(EleY,EleX))^2 , cos(Q(EleY,EleX))^2 , -2*cos(Q(EleY,EleX))*
↪→ sin(Q(EleY,EleX)) ];
121 T(3,1:3) = [ -cos(Q(EleY,EleX))*sin(Q(EleY,EleX)) , cos(Q(EleY,EleX))*sin(Q(
↪→ EleY,EleX)) , (cos(Q(EleY,EleX))^2 - sin(Q(EleY,EleX))^2)];
122 %
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123 d_invT_dQ(1,1:3) = [ -2*cos(Q(EleY,EleX))*sin(Q(EleY,EleX)) , 2*cos(Q(EleY,EleX
↪→ ))*sin(Q(EleY,EleX)) , -2*cos(2*Q(EleY,EleX)) ];
124 d_invT_dQ(2,1:3) = [ 2*cos(Q(EleY,EleX))*sin(Q(EleY,EleX)) , -2*cos(Q(EleY,EleX
↪→ ))*sin(Q(EleY,EleX)) , 2*cos(2*Q(EleY,EleX)) ];
125 d_invT_dQ(3,1:3) = [ cos(2*Q(EleY,EleX)) , -cos(2*Q(EleY,EleX)) , -2*sin(2*Q(
↪→ EleY,EleX)) ];
126 %
127 d_trans_inv_T_dQ(1,1:3) = [ -2*cos(Q(EleY,EleX))*sin(Q(EleY,EleX)) , 2*cos(Q(
↪→ EleY,EleX))*sin(Q(EleY,EleX)) , cos(Q(EleY,EleX))^2-sin(Q(EleY,EleX))^2
↪→ ];
128 d_trans_inv_T_dQ(2,1:3) = [ 2*cos(Q(EleY,EleX))*sin(Q(EleY,EleX)) , -2*cos(Q(
↪→ EleY,EleX))*sin(Q(EleY,EleX)) , sin(Q(EleY,EleX))^2-cos(Q(EleY,EleX))^2
↪→ ];
129 d_trans_inv_T_dQ(3,1:3) = [ 2*sin(Q(EleY,EleX))^2-2*cos(Q(EleY,EleX))^2 , 2*cos
↪→ (Q(EleY,EleX))^2-2*sin(Q(EleY,EleX))^2 , -4*cos(Q(EleY,EleX))*sin(Q(
↪→ EleY,EleX)) ];
130 for i = 1:2
131 xi = p_w(i);
132 for j =1:2
133 eta = p_w(j);
134 %
135 B(1,1:8) = 0.25*[ -(1-eta) , 0 , (1-eta) , 0 , (1+eta) , 0 , -(1+eta) ,
↪→ 0 ];
136 B(2,1:8) = 0.25*[ 0 , -(1-xi) , 0 , -(1+xi) , 0 , (1+xi) , 0 , (1-xi) ];
137 B(3,1:8) = 0.25*[ -(1-xi) , -(1-eta) , -(1+xi) , (1-eta) , (1+xi) , (1+
↪→ eta) , (1-xi) , -(1+eta) ];
138 %
139 %dc_dQ_it = dc_dQ_it + ((B’*d_invT_dQ*C*(inv(T)’)*B+B’*(inv(T))*C*
↪→ d_trans_inv_T_dQ*B)*w(i)*w(j));
140 dc_dQ_it = dc_dQ_it + w(i)*w(j)*(B’)*(d_invT_dQ*C*(eye(3)/(T)’)+T\C*
↪→ d_trans_inv_T_dQ)*B;
141 dc_dQ_it = fix(dc_dQ_it*1e14)/1e14;
142 end
143 end
144 %retrieves a displacement sub-matrix for a given element, from the global
↪→ displacement (u) matrix








153 %% OPTIMALITY CRITERIA UPDATE OF DESIGN VARIABLES
154 %join teta in MMA imput variables xQ
155 Q_vec = reshape(Q,nely*nelx,1);
156 xQ(1:nelx*nely,1) = Q_vec;




160 constraint = sum(x(:))/(volfrac*nelx*nely) - 1;
161 [xQmma,xQymma,~,~,~,~,~,~,~,xQ_low,xQ_upp] = ...
162 mmasub(1,nelx*nely,loop,xQ,xQ_min,xQ_max,xQ_old1,xQ_old2, ...
163 c,dc_xQ,0*dc_xQ,constraint,dv_xQ,0,xQ_low,xQ_upp,xQ_a0,xQ_a,xQ_c,xQ_d);
164 % ROTATE TETA TO AVOID ARTIFICIAL BOUND LIMIT LOCAL MINIMUM
165 for Ele=1:nelx*nely

















183 %update previous interation variables
184 xQ_old2=xQ_old1;
185 xQ_old1=xQ;
186 %split teta from MMA imput variables xQ
187 Qnew = reshape(xQmma(1:nelx*nely),nely,nelx);
188 %% CHANGE CHECK AND VARIABLES UPDATE
189 Q_rel = [];
190 for Ele = 1:nelx*nely
191 if x(Ele) >= 0.5;
192 Q_rel = union(Q_rel,Ele);
193 end
194 end
195 size_Q_rel = size(Q_rel);
196 if size_Q_rel(1,1) == 0
197 Q_rel = (1:nelx*nely);
198 end
199 changeQ = 180/pi*max(max(abs(Qnew(Q_rel)-Q(Q_rel))));
200 changeX =0;
201 Q = Qnew;
202 %% PRINT RESULTS
203 fprintf(’ It.:%5i Obj.:%11.4f Vol.:%7.3f changeX.:%7.3f changeQ.:%7.2f degree \n’,
↪→ loop,c, ...
204 mean(x(:)),changeX,changeQ);
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208 plot(loop,changeX,’b.’); hold on; title(’Density distribution convergence’);
209 subplot(2,1,2);




214 Etime = toc + TimeTop88; %stop timer and break it in hours, minutes and seconds
215 time_hours = floor(Etime/3600);
216 time_min = floor(Etime/60)-60*time_hours;
217 time_sec = Etime-60*time_min-3600*time_hours;
218 [c_true] = TrueComplaince(nelx,nely,x,Q,C); %complaince with no penalization
219 fprintf(’done!\n|%4i Iterations | Unpenalized Compliance: %6.4f | Volume: %1.3f |
↪→ Computation Time:%3.0fh %2.0fm %2.0fs | \n’,loop,c_true,mean(x(:)),time_hours,
↪→ time_min,time_sec);





224 function [ Prime1,Prime2,Norm1,Norm2 ] = PrimeDirections( nelx,nely,Q,C,U)
225 %get stress prime directions
226 p_w = [sqrt(3)/3 -sqrt(3)/3]; %Gauss points positions
227 Qnew = zeros(nely,nely);
228 Bnew = zeros(nely,nely);
229 Norm1 = zeros(nely,nely);
230 Norm2 = zeros(nely,nely);
231 for EleX =1:nelx
232 for EleY = 1:nely
233 ex_ele = 0;
234 No = NodeFinder2D((1:4)’,nelx,nely,EleX,EleY);
235 No=reshape(No’,8,1);
236 U_ele(1:8,1)=U(No);
237 T(1,1:3) = [ cos(Q(EleY,EleX))^2 , sin(Q(EleY,EleX))^2 , 2*cos(Q(EleY,EleX))*
↪→ sin(Q(EleY,EleX)) ];
238 T(2,1:3) = [ sin(Q(EleY,EleX))^2 , cos(Q(EleY,EleX))^2 , -2*cos(Q(EleY,EleX))*
↪→ sin(Q(EleY,EleX)) ];
239 T(3,1:3) = [ -cos(Q(EleY,EleX))*sin(Q(EleY,EleX)) , cos(Q(EleY,EleX))*sin(Q(
↪→ EleY,EleX)) , (cos(Q(EleY,EleX))^2 - sin(Q(EleY,EleX))^2)];
240 C1 = (T^-1)*C*((T^-1)’);
241 for i = 1:2
242 xi = p_w(i);
243 for j =1:2
244 eta = p_w(j);
245 %
246 B(1,1:8) = 0.25*[ -(1-eta) , 0 , (1-eta) , 0 , (1+eta) , 0 , -(1+eta) ,
↪→ 0 ];
247 B(2,1:8) = 0.25*[ 0 , -(1-xi) , 0 , -(1+xi) , 0 , (1+xi) , 0 , (1-xi) ];
248 B(3,1:8) = 0.25*[ -(1-xi) , -(1-eta) , -(1+xi) , (1-eta) , (1+xi) , (1+









256 [Vec_M_ex_ele,Val_M_ex_ele] = eig(M_ex_ele);
257
258 if abs(Val_M_ex_ele(1,1)) >= abs(Val_M_ex_ele(2,2))
259 Qnew(EleY,EleX)=acos(Vec_M_ex_ele(1,1));
260 else
261 temp = Val_M_ex_ele(1,1);
262 Val_M_ex_ele(1,1) = Val_M_ex_ele(2,2);
263 Val_M_ex_ele(2,2) = temp;
264 Vec_M_ex_ele([1 2],:) = Vec_M_ex_ele([2 1],:);
265 Qnew(EleY,EleX)=acos(Vec_M_ex_ele(1,1));
266 end
267 Norm1(EleY,EleX) = abs(Val_M_ex_ele(1,1))/sqrt(Val_M_ex_ele(1,1)^2+Val_M_ex_ele
↪→ (2,2)^2);












279 if abs(aaaa(2,1)) > 0.000001 || abs(aaaa(1,1)) < abs(aaaa(2,2))
280 display(’warning’);
281 end




286 Prime1 = Qnew;
287 Prime2 = Bnew;
288 end
289 function [c] = TrueComplaince(nelx,nely,x,Q,C)
290 %returns complaince with no penalization
291 Emin = 1e-9;
292 w = [1,1]; %Gauss weights
293 p_w = [sqrt(3)/3 -sqrt(3)/3]; %Gauss points positions
294 penal = 1;
295 %
296 %% DEFINE LOADS AND SUPPORTS
297 LoadsAndSupports; %problem to solve in a separate script
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298 %
299 %% 4POINT GAUSS INTEGRATION OF THE STIFFNESS MATRIX AND ASSEMBLY
300 ntriplets = nelx*nely*8;
301 n=2*(nelx+1)*(nely+1);
302 I = zeros(ntriplets, 1) ;
303 J = zeros(ntriplets, 1) ;
304 X = zeros(ntriplets, 1) ;
305 ntriplets = 0 ;
306 for EleX =1:nelx
307 for EleY = 1:nely
308 KE =zeros(8);
309 %
310 T(1,1:3) = [ cos(Q(EleY,EleX))^2 , sin(Q(EleY,EleX))^2 , 2*cos(Q(EleY,EleX))*
↪→ sin(Q(EleY,EleX)) ];
311 T(2,1:3) = [ sin(Q(EleY,EleX))^2 , cos(Q(EleY,EleX))^2 , -2*cos(Q(EleY,EleX))*
↪→ sin(Q(EleY,EleX)) ];
312 T(3,1:3) = [ -cos(Q(EleY,EleX))*sin(Q(EleY,EleX)) , cos(Q(EleY,EleX))*sin(Q(
↪→ EleY,EleX)) , (cos(Q(EleY,EleX))^2 - sin(Q(EleY,EleX))^2)];
313 %
314 C1 = (T)\C*((T\(eye(3)))’);
315 C1 = fix( C1*1e14)/1e14;
316 for i = 1:2
317 xi = p_w(i);
318 for j =1:2
319 eta = p_w(j);
320 %
321 B(1,1:8) = 0.25*[ -(1-eta) , 0 , (1-eta) , 0 , (1+eta) , 0 , -(1+eta) ,
↪→ 0 ];
322 B(2,1:8) = 0.25*[ 0 , -(1-xi) , 0 , -(1+xi) , 0 , (1+xi) , 0 , (1-xi) ];
323 B(3,1:8) = 0.25*[ -(1-xi) , -(1-eta) , -(1+xi) , (1-eta) , (1+xi) , (1+
↪→ eta) , (1-xi) , -(1+eta) ];
324 %










335 No = NodeFinder2D((1:4)’,nelx,nely,EleX,EleY);
336 No=reshape(No’,8,1);
337 fee=Emin+x(EleY,EleX).^penal*(1-Emin);
338 for i =1:8
339 for j=1:8
340 ntriplets = ntriplets + 1 ;
341 I(ntriplets) = No(i,1) ;
342 J(ntriplets) = No(j,1) ;
88





348 K = sparse(I,J,X,n,n) ;
349 %% FE-SOLVE
350 U(freedofs) = K(freedofs,freedofs)\F(freedofs);





356 % This Matlab code was written by S. Inácio, %
357 % University Nova de Lisboa - FCT-UNL, Based on the 88 LINE TOPOLOGY %
358 % OPTIMIZATION CODE Nov, 2010, by E. Andreassen, A. Clausen, M. %




363 % Disclaimer: %
364 % The author reserves all rights but does not guaranty that the code is %
365 % free from errors. Furthermore, I shall not be liable in any event %














1 function [nodes] =NodeFinder2D(Element_nodes,nelx,nely,EleX,EleY)
2 %NodeFinder2D Returns the correct position on the mesh of a given set of
3 %nodes in their natural coordinates of an given group of elements






10 node(4,1:2) = 2*((EleY(i)+1)+(EleX(i)-1)*(nely+1))-3:2*((EleY(i)+1)+(EleX(i)-1)*(nely
↪→ +1))-2;
11 node(1,1:2) = node(4,1:2)+2;
12 node(3,1:2)= node(4,1:2)+2*(nely+1);
13 node(2,1:2)= node(3,1:2)+2;
14 Ele = 0;
15 for jj = 1 : EleX









25 % This Matlab code was written by S. Inácio, %




30 % Disclaimer: %
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31 % The author reserves all rights but does not guaranty that the code is %
32 % free from errors. Furthermore, I shall not be liable in any event %












Funções de representação gráfica das




2 %draws material orientation
3 Q_draw=reshape(Q,nely,nelx);
4 figure(2); axis equal ; axis off; set(gcf,’color’,’white’); hold all;
5 for i=1:nelx
6 for j=1:nely
7 p0 = [i,nely+1-j];
8 p1 = p0+0.5*[cos(Q_draw(j,i)),sin(Q_draw(j,i))];














23 % This Matlab code was written by S. Inácio, %
24 % University Nova de Lisboa - FCT-UNL, %
25 % %
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26 % %
27 % %
28 % Disclaimer: %
29 % The author reserves all rights but does not guaranty that the code is %
30 % free from errors. Furthermore, I shall not be liable in any event %








6 p0 = [i,nely+1-j];
7 p1 = p0+0.5*(MQ(j,i))*[cos(Q(j,i)),sin(Q(j,i))];








16 Y2 = plot(p44,p33,’Color’,’b’,’LineStyle’,’--’,’LineWidth’,2);





22 lgd = legend([Y1 Y2],{’Prime direction 1’,’Prime direction 2’});





28 % This Matlab code was written by S. Inácio, %




33 % Disclaimer: %
34 % The author reserves all rights but do not guaranty that the code is %
35 % free from errors. Furthermore, we shall not be liable in any event %












Programa top88 modificado para utilizar o
algoritmo MMA
1
2 %%%% AN 88 LINE TOPOLOGY OPTIMIZATION CODE Nov, 2010 MODIFIED FOR MMA %%%%
3 function [x,loop,TimeTop88]=top88MMA(nelx,nely,E0,nu,volfrac,penal,rmin,ft)
4 tic;
5 changeQ = 0;
6 figure(3); title(’Histórico de Convergência’); hold on;
7 %% MATERIAL PROPERTIES
8 Emin = 1e-9;
9 %% PREPARE FINITE ELEMENT ANALYSIS
10 A11 = [12 3 -6 -3; 3 12 3 0; -6 3 12 -3; -3 0 -3 12];
11 A12 = [-6 -3 0 3; -3 -6 -3 -6; 0 -3 -6 3; 3 -6 3 -6];
12 B11 = [-4 3 -2 9; 3 -4 -9 4; -2 -9 -4 -3; 9 4 -3 -4];
13 B12 = [ 2 -3 4 -9; -3 2 9 -2; 4 9 2 3; -9 -2 3 2];
14 KE = 1/(1-nu^2)/24*([A11 A12;A12’ A11]+nu*[B11 B12;B12’ B11]);
15 nodenrs = reshape(1:(1+nelx)*(1+nely),1+nely,1+nelx);
16 edofVec = reshape(2*nodenrs(1:end-1,1:end-1)+1,nelx*nely,1);
17 edofMat = repmat(edofVec,1,8)+repmat([0 1 2*nely+[2 3 0 1] -2 -1],nelx*nely,1);
18 iK = reshape(kron(edofMat,ones(8,1))’,64*nelx*nely,1);
19 jK = reshape(kron(edofMat,ones(1,8))’,64*nelx*nely,1);
20 %% DEFINE LOADS AND SUPPORTS
21 LoadsAndSupports;
22 %% PREPARE FILTER
23 iH = ones(nelx*nely*(2*(ceil(rmin)-1)+1)^2,1);
24 jH = ones(size(iH));
25 sH = zeros(size(iH));
26 k = 0;
27 for i1 = 1:nelx
28 for j1 = 1:nely
29 e1 = (i1-1)*nely+j1;
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30 for i2 = max(i1-(ceil(rmin)-1),1):min(i1+(ceil(rmin)-1),nelx)
31 for j2 = max(j1-(ceil(rmin)-1),1):min(j1+(ceil(rmin)-1),nely)
32 e2 = (i2-1)*nely+j2;
33 k = k+1;
34 iH(k) = e1;
35 jH(k) = e2;





41 H = sparse(iH,jH,sH);












54 %% INITIALIZE ITERATION
55 x = repmat(volfrac,nely,nelx);
56 xPhys = x;
57 loop = 0;
58 change = 1;
59 %% START ITERATION
60 while change > 0.01
61 loop = loop + 1;
62 %% FE-ANALYSIS
63 sK = reshape(KE(:)*(Emin+xPhys(:)’.^penal*(E0-Emin)),64*nelx*nely,1);
64 K = sparse(iK,jK,sK); K = (K+K’)/2;
65 U(freedofs) = K(freedofs,freedofs)\F(freedofs);
66 %% OBJECTIVE FUNCTION AND SENSITIVITY ANALYSIS
67 ce = reshape(sum((U(edofMat)*KE).*U(edofMat),2),nely,nelx);
68 c = sum(sum((Emin+xPhys.^penal*(E0-Emin)).*ce));
69 dc = -penal*(E0-Emin)*xPhys.^(penal-1).*ce;
70 dv = 1/(volfrac*nelx*nely)*ones(nely,nelx);
71 %% FILTERING/MODIFICATION OF SENSITIVITIES
72 if ft == 1
73 dc(:) = H*(x(:).*dc(:))./Hs./max(1e-3,x(:));
74 elseif ft == 2
75 dc(:) = H*(dc(:)./Hs);
76 dv(:) = H*(dv(:)./Hs);
77 end





82 constraint = sum(x(:))/(volfrac*nelx*nely) - 1;






89 if ft == 1
90 xPhys = xnew;
91 elseif ft == 2
92 xPhys(:) = (H*xnew(:))./Hs;
93 end
94 change = max(abs(xnew(:)-x(:)));
95 x=xnew;
96 %% PRINT RESULTS




101 plot(loop,change,’b.’); hold on; title(’Density convergence’);
102 subplot(2,1,2);
103 plot(loop,changeQ,’r.’);hold on; title(’Orientation convergence’);
104 %% PLOT DENSITIES
105 end
106 TimeTop88 = toc;
107 figure(1);
108 colormap(gray); imagesc(1-xPhys); caxis([0 1]); axis equal; axis off; drawnow;





114 % This Matlab code was written by E. Andreassen, A. Clausen, M. Schevenels,%
115 % B. S. Lazarov and O. Sigmund, Department of Solid Mechanics, %
116 % Technical University of Denmark, %
117 % DK-2800 Lyngby, Denmark. %
118 % Please sent your comments to: sigmund@fam.dtu.dk %
119 % %
120 % The code is intended for educational purposes and theoretical details %
121 % are discussed in the paper %
122 % "Efficient topology optimization in MATLAB using 88 lines of code, %
123 % E. Andreassen, A. Clausen, M. Schevenels, %
124 % B. S. Lazarov and O. Sigmund, Struct Multidisc Optim, 2010 %
125 % This version is based on earlier 99-line code %
126 % by Ole Sigmund (2001), Structural and Multidisciplinary Optimization, %
127 % Vol 21, pp. 120--127. %
128 % %
129 % Modified for MMA and TopIsoThenOrt use by S.Inácio %
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130 % University Nova de Lisboa - FCT-UNL, %
131 % %
132 % Disclaimer: %
133 % The authors reserves all rights but do not guaranty that the code is %
134 % free from errors. Furthermore, we shall not be liable in any event %












Problemas resolvidos pelos programas
propostos
O problema a resolver deve estar num ficheiro separado na mesma diretoria que o pro-
grama a utilizar, com o nome LoadsAndSupports.
I.0.1 Problema MBB Beam
1
2 %
3 EleA1 = NodeFinder2D(1,nelx,nely,1,nely);
4 %




9 alldofs = 1:2*(nely+1)*(nelx+1);
10 %
11 freedofs = setdiff(alldofs,fixeddofs);
12 U=zeros(2*(nelx+1)*(nely+1),1);
13 %
14 EleF1 = NodeFinder2D(3,nelx,nely,ceil(nelx/2),1);
15 %
16 F = sparse(2*(nelx+1)*(nely+1),1);
17 F(EleF1(2),1) = -1;
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3 EleA1 = NodeFinder2D([1;4],nelx,nely,ones(nely,1),(1:nely)’);
4 %







12 alldofs = 1:2*(nely+1)*(nelx+1);
13 %
14 freedofs = setdiff(alldofs,fixeddofs);
15 U=zeros(2*(nelx+1)*(nely+1),1);
16 %
17 EleF1 = NodeFinder2D(4,nelx,nely,1,1);
18 %
19 F = sparse(2*(nelx+1)*(nely+1),1);
20 F(EleF1(2),1) = -1;
I.0.3 Problema Michell Truss
1 %
2 EleA1 = NodeFinder2D((3:4)’,nelx,nely,ceil(nelx/4),ceil(nely/2));
3 %




8 alldofs = 1:2*(nely+1)*(nelx+1);
9 %
10 freedofs = setdiff(alldofs,fixeddofs);
11 U=zeros(2*(nelx+1)*(nely+1),1);
12 %
13 EleF1 = NodeFinder2D(3,nelx,nely,nelx,ceil(nely/2));
14 %
15 EleF2 = NodeFinder2D(2,nelx,nely,nelx,ceil(nely/2)+1);
16 %
17 F = sparse(2*(nelx+1)*(nely+1),1);
18 F(EleF1(2),1) = -0.5;
19 F(EleF2(2),1) = -0.5;
I.0.4 Carregamento descrito na figura 3.8
1
2 %
3 EleA1 = NodeFinder2D(1,nelx,nely,1,nely);
4 %
5 EleA2 = NodeFinder2D(4,nelx,nely,1,1);
100
6 %






13 alldofs = 1:2*(nely+1)*(nelx+1);
14 %
15 freedofs = setdiff(alldofs,fixeddofs);
16 U=zeros(2*(nelx+1)*(nely+1),1);
17 %
18 EleF1 = NodeFinder2D(3,nelx,nely,nelx,1);
19 EleF2 = NodeFinder2D(4,nelx,nely,1,1);
20 EleF3 = NodeFinder2D(2,nelx,nely,nelx,nely);
21 %
22 F = sparse(2*(nelx+1)*(nely+1),1);
23 F(EleF1(2),1) = 2;
24 F(EleF1(1),1) = 2;
25 F(EleF2(2),1) = 2;
26 F(EleF3(1),1) = 2;
I.0.5 Problema descrito na figura 3.6a
1
2 %
3 EleA1 = NodeFinder2D(1,nelx,nely,1,nely);
4 %




9 alldofs = 1:2*(nely+1)*(nelx+1);
10 %
11 freedofs = setdiff(alldofs,fixeddofs);
12 U=zeros(2*(nelx+1)*(nely+1),1);
13 %
14 EleF1 = NodeFinder2D(3,nelx,nely,1,1);
15 %
16 EleF2 = NodeFinder2D(4,nelx,nely,nelx,1);
17 %
18 F = sparse(2*(nelx+1)*(nely+1),1);
19 F(EleF1(2),1) = 1;
20 F(EleF2(2),1) = 1;
I.0.6 Problema descrito na figura 3.7a
1 %
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2 EleA1 = NodeFinder2D(1,nelx,nely,1,nely);
3 %




8 alldofs = 1:2*(nely+1)*(nelx+1);
9 %
10 freedofs = setdiff(alldofs,fixeddofs);
11 U=zeros(2*(nelx+1)*(nely+1),1);
12 %
13 EleF1 = NodeFinder2D(3,nelx,nely,1,1);
14 %
15 EleF2 = NodeFinder2D(4,nelx,nely,nelx,1);
16 %
17 F = sparse(2*(nelx+1)*(nely+1),1);
18 F(EleF1(1),1) = 1;
19 F(EleF2(1),1) = 1;
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